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Resumo
O planejamento de trajeto´rias de soldagem para manipuladores redundantes operando
em ambientes confinados requer me´todos precisos para obtenc¸a˜o de informac¸o˜es de suas
va´ria´veis de operac¸a˜o. Este trabalho desenvolve duas metodologias a serem aplicadas
neste tipo de manipulador: primeiro, apresenta o desenvolvimento de uma sistema´tica
para planejamento de tarefas fora de linha (off-line) e segundo, o estudo da soluc¸a˜o da
cinema´tica inversa de posic¸a˜o para mecanismos de cadeia fechada, usando o modelo de
cinema´tica diferencial. As trajeto´rias desenvolvidas sa˜o utilizadas na tarefa de recobri-
mento de regio˜es pelo processo de soldagem, para tanto, e´ desenvolvida uma adaptac¸a˜o
da metodologia baseada em algoritmos de rugosidade superficial (Scallop-height) para o
ca´lculo de caminhos da ferramenta, de tal forma que estes sejam equidistantes ou para-
lelos entre si no espac¸o de trabalho. A metodologia de ca´lculo dos caminhos paralelos
explora as propriedades das superf´ıcies de trabalho usando os recursos matema´ticos de
modelagem de curvas e superf´ıcies parame´tricas. A soluc¸a˜o anal´ıtica da cinema´tica in-
versa para manipuladores redundantes e´ geralmente de dif´ıcil obtenc¸a˜o, e uma soluc¸a˜o e´
usar a integrac¸a˜o da cinema´tica inversa diferencial, para isso e´ necessa´rio o modelo de
sua cinema´tica diferencial. O modelo da cinema´tica diferencial e´ obtido utilizando-se uma
proposta de modelagem de mecanismos de cadeia fechada baseada no me´todo de Davies e
cadeias virtuais de Assur. Os modelos de cinema´tica diferencial sa˜o geralmente complexos,
assim para obtenc¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o e´ utilizada uma metodologia nume´rica para
integrac¸a˜o da cinema´tica diferencial. As aproximac¸o˜es caracter´ısticas dos me´todos nume´ri-
cos, resultam em posic¸o˜es de juntas que geram erros de fechamento da cadeia cinema´tica.
Nesta linha, esta tese apresenta uma nova metodologia de modelamento da cinema´tica
diferencial a qual possibilita o controle do erro de fechamento da cadeia, proveniente da
aplicac¸a˜o dos me´todos nume´ricos de integrac¸a˜o. Neste sentido, sa˜o discutidos os me´to-
dos cla´ssicos de soluc¸a˜o da redundaˆncia de manipuladores, baseados na pseudoinversa
do Jacobiano, e propostas mais atuais baseadas em cadeias virtuais. Sa˜o estudadas as
propriedades e e´ comprovada a estabilidade do me´todo proposto. Ao final sa˜o realizados
experimentos de laborato´rio os quais servem para validac¸a˜o do me´todo proposto. Nestas
experimentac¸o˜es e´ desenvolvida uma aplicac¸a˜o com o manipulador redundante Roboturb,
o qual realiza uma tarefa similar a` deposic¸a˜o de material pelo processo de soldagem, para
recobrimento de uma superf´ıcie, desviando de um obsta´culo posicionado dentro do seu
volume de trabalho.
Abstract
Title: Trajectory planning and collision avoidance in tasks of redundant ma-
nipulators operating in confined environments
The trajectory planning for welding tasks using redundant robots operating in confined
environments, requires precise methods for obtaining the joint variables. This work deals
with the development of two methodologies to be applied redundant robots: first, it
presents the development of a methodology for off-line task planning and second, it the
studies of the solution of the position inverse kinematics for closed chain mechanisms
using the differential kinematic model. The generated trajectories are used in the task
of recovering regions by a welding process. The method consists of an adaptation of the
scallop-height algorithm for the calculation of the tool paths guaranteeing that the paths
are equidistant or parallel one another on the workspace. The parallel path planning
methodology explores the properties of the work surfaces using mathematical tools from
parametric curve and surface models. The analytical solution of the inverse kinematic
for redundant robots is generally complex to obtain, and so one solution is to use the
integration of the differential inverse kinematic, that must be obtained. The proposed
differential kinematic model is based on the Davies method and Assur virtual chains.
For the position kinematics, numerical methods for integrate the differential kinematic
are used. Numerical methods are based in approximations which result in joint positions
errors. In closed kinematic chains these approximations yield closure errors. This thesis
presents a new methodology for modeling the differential kinematics which can control
the closure error of closed-chains durong the numerical integration process.This thesis also
discusses the classic methods to solution of the manipulators redundancy, e.g. based on
Jacobian pseudoinverse, as well as current techniques e.g. those based on virtual chains.
The properties of the proposed differential kinematic model are studied and the stability
of the numerical integration is proved. At the end of this work, laboratory experiments are
presented which validates the proposed method. In these experimentations, the redundant
manipulator Roboturb which executes a task similar to the deposition of material by the
welding process recovering of a complete surface while avoiding an obstacle inside his
workspace.
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1 Introduc¸a˜o
Esta tese de doutorado explora o problema da aplicac¸a˜o de manipuladores redundantes
operando em ambientes confinados. O desenvolvimento do trabalho esta´ baseado em
dois assuntos principais: o problema de gerac¸a˜o de trajeto´rias no espac¸o cartesiano para
aplicac¸a˜o na tarefa de recobrimento de superf´ıcies pelo processo de soldagem e a resoluc¸a˜o
da cinema´tica inversa para manipuladores redundantes. A introduc¸a˜o apresenta uma
contextualizac¸a˜o destes problemas e a estrutura do texto.
1.1 A soldagem robotizada e o problema de cinema´tica
inversa
Em meados da de´cada de 60 os manipuladores foram introduzidos na indu´stria, com
o objetivo de retirar o ser humano das tarefas de risco (GARCIA et al., 2007). Dentre as
va´rias aplicac¸o˜es de manipuladores nas linhas de produc¸a˜o, destacam-se as operac¸o˜es
de pintura, montagem, manipulac¸a˜o de carga, soldagem automatizada, dentre outras
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). Uma das principais aplicac¸o˜es dos manipuladores e´
a execuc¸a˜o de operac¸o˜es de soldagem (BIER, 2000).
Os processos de soldagem podem ser classificados em dois tipos: soldagem ponto-
a-ponto, e soldagem cont´ınua (QUINTINO L. E SANTOS, 1992), em ambas tarefas os
manipuladores podem ser utilizados.
A utilizac¸a˜o de manipuladores para realizac¸a˜o dos processos de soldagem surge a
partir da automatizac¸a˜o dos processos produtivos. A grande vantagem da utilizac¸a˜o de
manipuladores esta vinculada a`s suas caracter´ısticas de operac¸a˜o quais sejam: flexibili-
dade na programac¸a˜o; precisa˜o na operac¸a˜o e a repetibilidade alcanc¸ada (SCIAVICCO;
SICILIANO, 1996).
Os processos de soldagem evoluiram em termos de tecnologia e aplicac¸a˜o. Neste
mesmo ritmo os manipuladores tiveram que se adaptar a`s novas exigeˆncias de soldagem.
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Dentre estas adaptac¸o˜es podem-se destacar as concepc¸o˜es cinema´ticas desenvolvidas para
realizac¸a˜o de operac¸o˜es especiais. Dentre estas operac¸o˜es especiais inclui-se o processo de
soldagem realizado em volumes de trabalho restritos.
A automatizac¸a˜o do processo de soldagem em volumes de trabalhos restritos requer
manipuladores com a capacidade de realizar a tarefa sem que ocorra qualquer colisa˜o
de alguma de suas partes componentes com algum obsta´culo dentro de seu volume de
trabalho. O evitamento de colisa˜o e´ alcanc¸ado a partir de estrate´gias de controle de
colisa˜o implementadas em algoritmos especializados inclu´ıdos na programac¸a˜o da tarefa.
Para que seja poss´ıvel a realizac¸a˜o do evitamento de colisa˜o e´ necessa´rio que o mani-
pulador tenha maior mobilidade que a necessa´ria para a realizac¸a˜o da tarefa
(GUENTHER et al., 2000). O grau de mobilidade de um manipulador e´ determinado pelo
nu´mero de graus de liberdade de seu mecanismo, ou seja, para manipuladores de cadeia
aberta esta´ relacionado com o seu nu´mero de juntas (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). O
acre´scimo na mobilidade implica no acre´scimo do nu´mero de juntas que compo˜em a cadeia
cinema´tica do manipulador. Quando um manipulador possui um nu´mero maior de juntas
que as necessa´rias para realizac¸a˜o de uma tarefa, este manipulador e´ dito redundante
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). O tratamento da redundaˆncia para manipuladores na˜o
e´ simples, tanto que para sua soluc¸a˜o va´rias abordagens f´ısicas e matema´ticas podem ser
utilizadas.
Para a soluca˜o do problema de evitamento de colisa˜o, destacam-se as estrate´gias
implementadas a partir do modelo cinema´tico diferencial do manipulador. A soluc¸a˜o
obtida a partir de modelos da cinema´tica diferencial esta˜o baseados na utilizac¸a˜o da
matriz Jacobiana (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996) (TSAI, 1999). Nestas soluc¸o˜es sa˜o
utilizadas abordagens relacionadas ao problema da otimizac¸a˜o de movimentos baseadas,
por exemplo, na pseudoinversa (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996), e em projec¸o˜es sobre o
espac¸o nulo, ou seja, nos movimentos de junta que na˜o geram movimentos no efetuador
(RAMDANE-CHERIF et al., 1997) (WANG et al., 1999) (WANG et al., 1998) (XIE et al.,
1998) (FREUND et al., 2001) (TANAKA et al., 2004).
Outras abordagens para resoluc¸a˜o do evitamento de colisa˜o utilizam-se de algoritmos
evolutivos, tais como redes neurais (ZHANG; WANG, 2004)(WANG et al., 1999), lo´gica
fuzzy (KIM; LEE, 1993) (DING; LI, 1999) (BEHESHTI; TEHRANI, 1999) e algoritmos
gene´ticos (KHOOGAR; PARKER, 1991) (CHI-HAUR; YOUNG, 1996) (NEARCHOU; AS-
PRAGATHOS, 1997) (NEARCHOU; ASPRAGATHOS, 1998). Estas soluc¸o˜es baseiam-se
em modelos na˜o determin´ısticos, o que dificulta a ana´lise das propriedades da cadeia
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cinema´tica.
Abordagens modernas propo˜em a resoluc¸a˜o da cinema´tica diferencial para manipu-
ladores redundantes utilizando-se de cadeias virtuais (CAMPOS, 2004) (DAVIES, 2006).
O modelo baseado em cadeias virtuais utiliza-se da abordagem matema´tica da teoria dos
helico´ides (GIBSON; HUNT, 1988) (HUNT, 2000). A inclusa˜o de cadeias virtuais evita o
problema dimensional das soluc¸o˜es baseadas na pseudoinversa (GUENTHER et al., 2007).
A inclusa˜o das cadeias virtuais implica no fechamento da cadeia cinema´tica do manipu-
lador, o que generalizando a soluc¸a˜o da cinema´tica diferencial, tratando enta˜o o mani-
pulador, seja ele de cadeia aberta ou fechada como um manipulador de cadeia fechada
(CAMPOS, 2004).
Os manipuladores paralelos possuem, por definic¸a˜o, cadeias cinema´ticas fechadas
(TSAI, 1999). A soluc¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o para manipuladores paralelos, pode ser
obtida a partir da integrac¸a˜o da cinema´tica diferencial destes manipuladores. Soluc¸o˜es
anal´ıticas sa˜o de dif´ıcil obtenc¸a˜o, assim as soluc¸o˜es nume´ricas geralmente sa˜o as mais
apropriadas.
As soluc¸o˜es nume´ricas sa˜o baseadas em algoritmos de integrac¸a˜o que possibilitam a
estimac¸a˜o das posic¸o˜es de junta a partir da cinema´tica diferencial. O me´todo de integrac¸a˜o
nume´rica mais simples utilizado na soluc¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o e´ o me´todo de Euler
(BURDEN; FAIRES, 2003). Este tipo de soluc¸a˜o e´ conhecida como resolved motion control
(integrac¸a˜o nume´rica de primeira ordem da cinema´tica diferencial) e vem sendo aplicada
desde a de´cada de 60 (WHITNEY, 1969) ate´ aplicac¸o˜es recentes (MARAI et al., 2002).
A soluc¸a˜o nume´rica para a integrac¸a˜o de func¸o˜es na˜o e´ exata pois as metodologias
sa˜o baseadas em aproximac¸o˜es. Por causa destas aproximac¸o˜es, ocorre um fenoˆmeno
nume´rico chamado escorregamento (drift) (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). Na resoluc¸a˜o
da cinema´tica de posic¸a˜o para cadeias fechadas, o escorregamento nume´rico provoca erros
nas posic¸o˜es de junta calculadas. Estas posic¸o˜es na˜o possibilitam o fechamento da cadeia,
ou seja, fisicamente a cadeia na˜o se mante´m fechada. Para que algoritmos nume´ricos
possam ser utilizados, o escorregamento nume´rico necessita ser controlado (PAVLIN, 1995).
Este trabalho de tese explora o problema da integrac¸a˜o nume´rica para soluc¸a˜o da
cinema´tica inversa de cadeias fechadas e sua aplicac¸a˜o ao problema de planejamento de
trajeto´rias cartesianas e no espac¸o de juntas.
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1.2 Planejamento de trajeto´rias e o projeto
Roboturb
A UFSC em parceria com o LACTEC desenvolve projeto de pesquisa para a automa-
tizac¸a˜o do processo de recuperac¸a˜o de pa´s erodidas pelo processo de cavitac¸a˜o de rotores
de turbinas de grande porte, o projeto e´ denominado projeto Roboturb.
Neste projeto esta´ sendo desenvolvido um manipulador o qual devera´ operar dentro de
um canal de uma turbina. O canal de uma turbina e´ um ambiente restrito, e a concepc¸a˜o
cinema´tica deste manipulador foi definida como redundante, para que seja poss´ıvel a
implementac¸a˜o de rotinas para realizac¸a˜o do evitamento de colisa˜o (GUENTHER et al.,
2000) (SIMAS et al., 2007). As tarefas que este manipulador devera´ realizar sa˜o: medic¸a˜o
da regia˜o cavitada e deposic¸a˜o pelo processo de soldagem.
A figura 1.1 apresenta o manipulador Roboturb.
Figura 1.1: Manipulador Roboturb.
O presente trabalho explora o problema do planejamento de trajeto´rias para operac¸a˜o
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de manipuladores redundantes, como o manipulador Roboturb, em dois temas principais:
• O planejamento de trajeto´rias no espac¸o cartesiano;
• O planejamento de trajeto´rias no espac¸o de juntas.
No planejamento de trajeto´rias no espac¸o cartesiano, e´ tratado do problema do ca´lculo
de caminhos paralelos sobre superf´ıcies livres (FARIN, 1992). Na proposta, e´ realizada
uma adaptac¸a˜o de algoritmos de ca´lculo de caminhos paralelos para ma´quinas ferramentas
5-eixos para o processo de soldagem. Sa˜o considerados aqui a adequac¸a˜o das especificac¸o˜es
do processo de soldagem, com relac¸a˜o a`s propriedades obtidas a partir da formulac¸a˜o da
superf´ıcie.
1.3 Estrutura da tese
O cap´ıtulo 2 apresenta um algoritmo para ca´lculos de caminhos paralelos aplicados
ao processo de recobrimento pelo processo de soldagem.
O planejamento de trajeto´rias no espac¸o de juntas necessita de estrate´gias de ca´lculo
da cinema´tica inversa. O algoritmo precisa ser esta´vel e considerar os seguintes aspectos:
• Lidar com volume de trabalho em regio˜es confinadas;
• Tratar o problema da permanente imineˆncia de colisa˜o;
• Trabalhar com manipuladores redundantes (como o Roboturb);
• Ter velocidade de ca´lculo suficiente para que possa ser aplicado em operac¸o˜es on-line.
Neste sentido sa˜o discutidas nos cap´ıtulos 3 e 4 as estrate´gias de soluc¸a˜o da cine-
ma´tica inversa para manipuladores redundantes. No cap´ıtulo 5 apresenta-se um estudo
comparativo de metodologias de soluc¸a˜o, avaliando a equivaleˆncia de ambas.
No cap´ıtulo 6 e´ apresentada uma nova metodologia de integrac¸a˜o da cinema´tica di-
ferencial para manipuladores de cadeia cinema´tica fechada. Sa˜o apresentadas discusso˜es
quanto a`s vantagens do me´todo e a ana´lise da estabilidade nume´rica. A validac¸a˜o e´ reali-
zada desenvolvendo uma soluc¸a˜o para a cinema´tica inversa de posic¸a˜o para o manipulador
Roboturb adicionando uma restric¸a˜o para o evitamento de colisa˜o.
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No cap´ıtulo 7 e´ apresentada uma se´rie de experimentos realizados em laborato´rio com o
manipulador Roboturb. Os experimentos foram desenvolvidos para simular uma condic¸a˜o
de imineˆncia de colisa˜o enquanto o manipulador realiza uma operac¸a˜o de manutenc¸a˜o pelo
processo de soldagem. Sa˜o apresentadas trajeto´rias no espac¸o cartesiano obtidas a partir
da metodologia desenvolvida assim como para as trajeto´rias de juntas correspondentes.
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2 Um algoritmo para ca´lculo de
caminhos paralelos sobre
superf´ıcies parametrizadas
Em geral as pa´s da turbina de geradores de grande porte de usinas hidrele´tricas sa˜o
submetidas a um processo agressivo de erosa˜o chamado cavitac¸a˜o. A cavitac¸a˜o e´ criada
pela interac¸a˜o entre o fluxo da a´gua e as pa´s da turbina. A figura 2.1 apresenta uma pa´
cavitada de uma turbina Francis.
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Figura 2.1: Erosa˜o provocada por cavitac¸a˜o em uma pa´ de uma turbina Francis.
A cavitac¸a˜o danifica a forma da pa´, provocando crateras que hoje em dia sa˜o recu-
peradas pelo processo de soldagem manual.
O processo de soldagem manual consiste nos seguintes passos: parada da turbina;
preparac¸a˜o da superf´ıcie pelo processo de esmerilhamento, e finalmente a deposic¸a˜o de
material pelo processo de soldagem que e´ realizado atrave´s de camadas formadas por
cordo˜es de solda. Uma camada e´ colocada sobre a outra interpondo-se os cordo˜es de solda
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de cada uma delas. A operac¸a˜o de recuperac¸a˜o e´ conclu´ıda com um esmerilhamento final,
onde busca-se suavizar a superf´ıcie (BONACORSO, 2004). Nesta operac¸a˜o o ambiente de
trabalho e´ confinado e insalubre aos operadores.
Uma proposta de soluc¸a˜o e´ a utilizac¸a˜o de roboˆs manipuladores para recuperac¸a˜o de
eroso˜es em turbinas hidrau´licas. Esta proposta de soluc¸a˜o foi chamada projeto Roboturb
(SIMAS; GUENTHER, 2000). O manipulador do projeto Roboturb foi concebido para
operar em ambientes confinados. O manipulador tambe´m e´ capaz de realizar duas tarefas
para recuperac¸a˜o das pa´s das turbinas: medic¸a˜o da a´rea erodida e a realizac¸a˜o da tarefa
de recuperac¸a˜o pelo processo de soldagem.
O processo de soldagem e´ realizado pela deposic¸a˜o de material em camadas, onde
cada camada recupera toda superf´ıcie erodida de acordo com paraˆmetros de soldagem
(BONACORSO, 2004). Os caminhos percorridos pelo efetuador do manipulador devem
ser obtidos com significativa precisa˜o para que sejam igualmente espac¸ados sobre a super-
f´ıcie, ou em outras palavras, geometricamente paralelos (SURESH; YANG, 1994) (SARMA;
DUTTA, 1997). Com relac¸a˜o a` tarefa de medic¸a˜o, os caminhos percorridos necessitam ser
igualmente espac¸ados e portanto paralelos tambe´m. Como em qualquer processo de manu-
fatura, o processo iterativo do manipulador tem como objetivo garantir um tempo o´timo
de operac¸a˜o e a qualidade da superf´ıcie final recuperada.
O primeiro passo e´ obter as informac¸o˜es da regia˜o da superf´ıcie erodida. Este pro-
cesso e´ realizado pela tarefa de medic¸a˜o da superf´ıcie. Para obtenc¸a˜o dos caminhos para a
tarefa de medic¸a˜o, uma nuvem de pontos ordenada e´ obtida sobre a regia˜o erodida. Deste
conjunto de pontos e´ realizada uma primeira aproximac¸a˜o nume´rica da superf´ıcie, a qual
servira´ de refereˆncia para o ca´lculo dos caminhos paralelos da tarefa de medic¸a˜o. Estes ca-
minhos sa˜o obtidos de acordo com as especificac¸o˜es do processo de medic¸a˜o automatizada
(PINTO, 2001).
Uma vez medida a superf´ıcie erodida, esta e´ comparada a` superf´ıcie original da pa´,
tambe´m obtida a partir da nuvem de pontos resultante do processo de medic¸a˜o. E´ comum
na˜o existir documentac¸a˜o de projeto das superf´ıcies das pa´s da turbina, uma raza˜o disto e´
o fato das turbinas serem muito antigas e os desenhos dispon´ıveis estarem apenas em papel
outra e´ por ser segredo do fabricante. Assim as superf´ıcies erodidas na˜o possuem uma
formulac¸a˜o matematicamente expl´ıcita, e alguns me´todos de aproximac¸a˜o sa˜o necessa´rios
para descreveˆ-la. A superf´ıcie pode ser representada no planejamento da tarefa na forma
de um wireframe atrave´s da ligac¸a˜o dos pontos atrave´s de linhas formando poligonos
quadrangulares ou triaˆngulares, que aproximam a superf´ıcie como uma superf´ıcie livre
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(TONETTO, 2007).
Uma representac¸a˜o matema´tica aproximada e´ enta˜o a maneira para descrever as pro-
priedades locais em um ponto sobre uma superf´ıcie. Estas propriedades sa˜o utilizadas para
realizac¸a˜o do ca´lculo dos caminhos paralelos. Neste trabalho foi utilizada a representac¸a˜o
de superf´ıcies atrave´s das formulac¸o˜es de Be´zier no sentido de descrever as superf´ıcies
erodidas e implementar os passos necessa´rios para a recuperac¸a˜o pelo processo de sol-
dagem. Uma vez obtidos os caminhos paralelos, as trajeto´rias das juntas para realizac¸a˜o
das tarefas de medic¸a˜o e soldagem pelo manipulador sa˜o obtidas atrave´s de func¸o˜es de
cinema´tica inversa.
Neste cap´ıtulo apresenta-se uma proposta para ca´lculo de caminhos paralelos basea-
dos em algoritmos scallop-height aplicados em ma´quinas ferramentas de 5 eixos (SARMA;
DUTTA, 1997) (SURESH; YANG, 1994) (HUANG; OLIVER, 1994) (LONEY; OZSOY, 1987)
(TONETTO, 2007). A proposta neste cap´ıtulo e´ desenvolvida considerando os paraˆmetros
e especificac¸o˜es do processo de soldagem. E´ importante salientar que os desenvolvimentos
apresentados tambe´m servem para ca´lculo de caminhos paralelos para a tarefa de medic¸a˜o,
neste caso, devem ser consideradas as especificac¸o˜es deste processo, que diferem basica-
mente em termos de velocidades de avanc¸o das medidas do passo lateral dos caminhos
paralelos.
2.1 O modelamento matema´tico de segmentos de
superf´ıcie
A identificac¸a˜o da superf´ıcie erodida e´ realizada a partir da medic¸a˜o de uma nuvem
de pontos sobre a superf´ıcie da pa´. Esta nuvem de pontos precisa ser ordenada de modo
a ser poss´ıvel uma aproximac¸a˜o matema´tica. Neste trabalho o conjunto de pontos sa˜o
organizados em matrizes.
Estruturando os dados da nuvem de pontos em termos de linhas e colunas e´ pos-
s´ıvel representar a superf´ıcie por um conjunto de retalhos (patches), onde cada retalho e´
determinado a partir de um conjunto de quatro pontos adjacentes. Outros arranjos de
dados podem ser utilizados, permitindo por exemplo, retalhos de superf´ıcie triangulares
(TONETTO, 2007)(FARIN, 1992).
Cada ponto possui coordenadas x, y e z no espac¸o cartesiano e sa˜o representados em
termos dos indexadores de linhas e colunas de uma matriz. Cada coordenada cartesiana c
(x, y ou z) e´ representada numa matriz cc. Considerando um rede de pontos pij, a figura
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2.2 mostra a disposic¸a˜o destes pontos no espac¸o em relac¸a˜o a sua localizac¸a˜o na matriz
cc.
retalho 
c  =
u
v
c
l   c
ijp
z
y
x
Figura 2.2: Representac¸a˜o dos dados nume´ricos de uma superf´ıcie.
Na figura 2.2 e´ poss´ıvel observar que os retalhos da superf´ıcie sa˜o formados por 4
pontos cada.
Para cada retalho da superf´ıcie e´ necessa´rio definir uma representac¸a˜o matema´tica.
A representac¸a˜o mais adequada e´ obtida atrave´s das superf´ıcies parametrizadas (QIULIN;
DAVIES, 1987).
A formulac¸a˜o dos retalhos atrave´s de polinoˆmios bicu´bicos1 de Be´zier sa˜o uma opc¸a˜o,
uma vez que possuem propriedades matema´ticas relacionadas a continuidade de C0, C1
e C2 entre dois retalhos adjacentes (QIULIN; DAVIES, 1987) (ZEID, 1991). Estas con-
tinuidades sa˜o suficientes para calcular com precisa˜o os caminhos paralelos sobre a super-
f´ıcie.
As curvas e superf´ıcies de Be´zier sa˜o construidas a partir de pontos de controle,
definidos de acordo com os pontos iniciais e finais de curva e retalhos de superf´ıcie assim
como estimativas de derivadas nestes mesmos pontos(QIULIN; DAVIES, 1987).
Uma propriedade importante do equacionamento de Be´zier e´ chamada de convex hull,
ou convexidade dos pontos de controle. A convexidade determina, no plano, que a seg-
mento da curva de Be´zier esta´ totalmente dentro do pol´ıgono convexo formado pelos
pontos de controle, enquanto que, no espac¸o tridimensional, que o retalho de superf´ıcie
esta´ totalmente dentro de um poliedro convexo formado pelas ma´ximas e mı´nimas coor-
1O termo bicu´bico esta´ relacionado com o grau do polinoˆmio dos paraˆmetros que descreve o retalho
de superf´ıcie, neste caso, polinoˆmios cu´bicos nas direc¸o˜es u e v do espac¸o parame´trico.
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denadas, nas direc¸o˜es x, y e z, dos pontos de controle. Esta propriedade e´ importante
para a sec¸a˜o a seguir onde sera´ tratado do problema da obtenc¸a˜o da curva que delimita a
regia˜o erodida.
2.2 Identificac¸a˜o das a´reas erodidas
No processo de recuperac¸a˜o da superf´ıcie da pa´ e´ necessa´rio identificar os limites da
regia˜o erodida. A regia˜o erodida pode ser obtida atrave´s de uma curva de intersecc¸a˜o
de duas superf´ıcies: a superf´ıcie erodida e a superf´ıcie de refereˆncia que representa a
superf´ıcie original da pa´.
A superf´ıcie de refereˆncia aproximada e´ obtida a partir de um conjunto de pontos que
formam curvas no entorno da regia˜o erodida, ou seja, um conjunto de pontos que na˜o
esta˜o localizados dentro da erosa˜o. Uma soluc¸a˜o adequada ao problema e´ a utilizac¸a˜o do
algoritmo de formulac¸a˜o de superf´ıcies de Coons (FARIN, 1992). O algoritmo de Coons
obte´m-se os pontos aproximados intermedia´rios os quais sa˜o utilizados para formulac¸a˜o
de uma superf´ıcies de Be´zier de refereˆncia. A formulac¸a˜o de Be´zier para a superf´ıcie de
refereˆncia facilita a implementac¸a˜o do algoritmo de intersecc¸a˜o a ser apresentado a seguir.
Trabalhos relacionados apresentam estrate´gias de obtenc¸a˜o da intersecc¸a˜o entre super-
f´ıcies parametrizadas livres (QIULIN; DAVIES, 1987) (BONACORSO, 2004) (ZEID, 1991).
As estrate´gias apresentadas sa˜o baseadas em algoritmos nume´ricos como Newton-Raphson
e bissecc¸a˜o. As estrate´gias baseadas em Newton-Raphson dependem de condic¸o˜es iniciais
para convergir. Ja´ o me´todo da bissec¸a˜o foi adotada visto que pode ser explorada me-
lhor as caracter´ısticas da estrutura de dados das superf´ıcies de Be´zier e a propriedade da
convexidade.
Sejam duas superf´ıcies de Be´zier que representam a superf´ıcies erodida Sue e superf´ıcie
de refereˆncia Sur . Cada segmento da superf´ıcie determina um poliedro convexo que e´
obtido atrave´s de propriedades das superf´ıcies de Be´zier.
A figura 2.3 ilustra a relac¸a˜o entre o poliedro convexo e um segmento de superf´ıcie de
Be´zier.
O me´todo de bissec¸a˜o para encontrar a intersecc¸a˜o entre as superf´ıcies consiste em
achar o conjunto de poliedros Pue da superf´ıcie Sue, que interceptam pelo menos um
poliedro, Pur , da superf´ıcie Sur e vice-versa.
Este procedimento indica que, se os poliedros das duas superf´ıcies se interceptam, ha´
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Figura 2.3: Convexidade de um segmento de superf´ıcie de Be´zier.
uma probabilidade de haver intersecc¸a˜o entre os segmentos das superf´ıcies que os definem.
E assim determina-se uma curva de intersecc¸a˜o, atrave´s de um processo iterativo.
Como no in´ıcio estas intersecc¸o˜es sa˜o grosseiras, os segmentos de superf´ıcie sa˜o sub-
divididos nas regio˜es de intersecc¸a˜o com o objetivo de refinar a procura. Em curvas e
superf´ıcies parame´tricas de Be´zier o algoritmo de De Casteljau (QIULIN; DAVIES, 1987)
(FARIN, 1992) (ZEID, 1991) pode ser utilizado para realizac¸a˜o do processo de subdivisa˜o.
Aplicando-se recursivamente este procedimento sobre o conjunto de segmentos e res-
pectivos poliedros que se interceptam, e´ poss´ıvel obter poliedros cada vez menores para
ambas superf´ıcies. Trabalhos relacionados indicam que treˆs subdiviso˜es sa˜o o suficiente
para encontrar um conjunto de poliedros de dimenso˜es suficientemente pequenas, tal que a
curva de intersecc¸a˜o seja aproximada por retas de intersecc¸a˜o de planos (QIULIN; DAVIES,
1987) (ZEID, 1991).
Na figura 2.4 e´ visualizada a implementac¸a˜o de um resultado intermedia´rio do processo
de ca´lculo da intersecc¸a˜o de superf´ıcies pelo me´todo da bissec¸a˜o.
O crite´rio de parada pode ser definido de va´rias formas. Neste trabalho foi considerado
como crite´rio de parada a medic¸a˜o das diagonais dos poliedros. O processo recursivo de
ca´lculo de intersecc¸a˜o e´ conclu´ıdo assim que o comprimento da maior diagonal do conjunto
de poliedros, Dpmax , for menor que um erro admiss´ıvel ǫ. Adota-se o centro dos poliedros
como os pontos de intersecc¸a˜o entre as superf´ıcies.
Um experimento para validac¸a˜o da proposta foi desenvolvido e e´ apresentado a seguir.
Considere duas superf´ıcies Sua e Sub onde se deseja encontrar a curva de intersecc¸a˜o
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Figura 2.4: Poliedros referentes a uma iterac¸a˜o intermedia´ria para ca´lculo da intersecc¸a˜o
de superf´ıcies.
entre estas. A figura 2.5 apresenta respectivamente as superf´ıcies Sua e Sub.
(a) (b)
Figura 2.5: (a) exemplo de uma superf´ıcie livre Sua e (b) exemplo de uma superf´ıcie livre
Sub
Sobrepondo as superf´ıcies e´ poss´ıvel observar que estas possuem uma curva de inter-
secc¸a˜o. Utilizando o algoritmo da bissec¸a˜o proposto, tem-se como resultado a curva de
intersecc¸a˜o no espac¸o cartesiano mostrada a figura 2.6.
Com a definic¸a˜o da curva de intersecc¸a˜o pode-se calcular os caminhos para o recobri-
mento da superf´ıcie erodida, agora delimitada, pelo processo de soldagem. Este assunto
sera´ tratado na sec¸a˜o 2.4.2. Antes um estudo da fundamentac¸a˜o teo´rica para implemen-
tac¸a˜o destes algoritmos e´ discutido na pro´xima sec¸a˜o.
2.3 Geometria diferencial de curvas e superf´ıcies
O processo cont´ınuo de soldagem automatizada exige que o caminho percorrido pela
tocha seja bem definido na sua programac¸a˜o. No caso da tarefa de recobrimento de a´reas
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(a) (b)
Figura 2.6: (a) sobreposic¸a˜o das superf´ıcies mostrando a intersecc¸a˜o e (b) curva de inter-
secc¸a˜o obtida entre as superf´ıcies
erodidas, e´ necessa´rio que va´rios cordo˜es sejam depositados. Esta deposic¸a˜o e´ melhor
executada se os caminhos dos cordo˜es forem paralelos, com paraˆmetros bem definidos evi-
tando que vazios ou sobreposic¸o˜es de cordo˜es aparec¸am, garantindo assim um acabamento
superficial dentro das especificac¸o˜es de qualidade da operac¸a˜o (BONACORSO, 2004).
Caminhos paralelos sa˜o calculados utilizando-se informac¸o˜es da geometria diferencial,
obtidos a partir das representac¸o˜es matema´ticas das curvas sobre superf´ıcies. O algo-
ritmo proposto e´ baseado em me´todos similares aplicados em processos de manufatura
em ma´quinas 5 eixos (SARMA; DUTTA, 1997) (SURESH; YANG, 1994). Outros me´todos
para calcular caminhos sobre superf´ıcies podem ser utilizados (BONACORSO, 2004). O
me´todo proposto a ser apresentado tem em vista ser um me´todo preciso, robusto e de
simples implementac¸a˜o para sistemas robo´ticos.
Propriedades locais de pontos sobre curvas e superf´ıcies sa˜o a base para o algoritmo de
obtenc¸a˜o de caminhos paralelos. Nesta sec¸a˜o sa˜o tratadas as propriedades locais de curvas
e superf´ıcies, utilizando-se para isto os princ´ıpios matema´ticos da geometria diferencial.
Um caminho paralelo e´ obtido a partir de um caminho de refereˆncia. Na inicializac¸a˜o
do processo e´ preciso definir um caminho inicial para servir de refereˆncia. Para descric¸a˜o
do caminho inicial, um paraˆmetro adicional e t os paraˆmetros u v do espac¸o parame´trico
Considere um paraˆmetro t que descreve uma curva no espac¸o parame´trico parametrizada
u(t) a superf´ıcie parametrizada S(u, v) (FARIN, 1992), a qual sobre esta superf´ıcie, um
caminho inicial e´ descrito por r(u(t), v(t)), onde t e´ um paraˆmetro que determina uma
curva parametrizada no espac¸o parame´trico. r(u, v) definido no espac¸o parame´trico u e
v descritos em termos de um novo paraˆmetro t. A figura 2.7 ilustra o caminho inicial, a
superf´ıcie e as varia´veis associadas.
O caminho inicial r(u(t), v(t)) e´ conhecido e sera´ a refereˆncia para obtenc¸a˜o de um
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Figura 2.7: Um caminho r(u(t), v(t)) sobre a superf´ıcie S(u, v)
caminho paralelo sobre a superf´ıcie S(u, v). Caminhar sobre o caminho de refereˆncia
significa obter um conjunto de pontos definidos por uma sequeˆncia de valores do paraˆmetro
t obtidos a cada passo como func¸a˜o de um paraˆmetro ∆t que determina como sera´ realizado
o avanc¸o da ferramenta. O paraˆmetro ∆t precisa ser definido em func¸a˜o de um erro
de aproximac¸a˜o admiss´ıvel δ. O paraˆmetro δ e´ a medida de erro entre a aproximac¸a˜o
linear definida pela reta entre dois pontos consecutivos sobre a curva e a curva original
propriamente dita.
Enta˜o, seja r(u(ti), v(ti)) um ponto sobre o caminho de refereˆncia. O pro´ximo ponto
r(u(ti+1), v(ti+1)) e´ calculado por ∆t, ou seja, ti+1 = ti +∆t, como mostrado na equac¸a˜o
2.1 (QIULIN; DAVIES, 1987)
∆t =
2
‖ r˙(t) ‖
√
δ(ρ(ti)− δ) (2.1)
onde ‖ r˙(t) ‖ e´ o mo´dulo do vetor tangente no ponto r(u(ti), v(ti)); ρ(ti) e´ o raio de
curvatura no ponto r(u(ti), v(ti)), cujos elementos sa˜o mostrados na figura 2.8.
Estes elementos podem ser interpretados como paraˆmetros de manufatura ajustados
pela equac¸a˜o 2.1.
Todos termos da equac¸a˜o 2.1 sa˜o definidos pelas propriedades da superf´ıcie e do cami-
nho sobre a superf´ıcie. O raio de curvatura ρ(ti) e´ obtido a partir da medic¸a˜o da cur-
vatura do caminho no ponto r(ti). A curvatura do caminho e´ obtida a partir do ca´lculo
da primeira e da segunda formas fundamentais da superf´ıcie (FARIN, 1992) (QIULIN;
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Figura 2.8: Erro cometido no deslocamento linear numa curva parametrizada.
DAVIES, 1987). As equac¸o˜es para ca´lculo da primeira forma fundamental (I) e da se-
gunda forma fundamental (II) de uma superf´ıcie sa˜o apresentadas nas equac¸o˜es 2.2 e
2.3.
I = ‖r˙‖2 = (ru.ru)(u˙)2 + 2(ru.rv)u˙v˙ + (rv.rv)(v˙)2 (2.2)
II = k‖r˙‖2 = n.ruu(u˙)2 + 2n.(ruv)u˙v˙ + n.rvv(v˙)2 (2.3)
onde n e´ vetor normal na superf´ıcie, rj e´ a derivada de r(u, v) em relac¸a˜o ao paraˆmetro
j, e u˙ e v˙ sa˜o as derivadas de u e v com relac¸a˜o ao paraˆmetro t. Os termos das equac¸o˜es
2.2 e 2.3 sa˜o calculados utilizando as equac¸o˜es de Frenet-Serret (QIULIN; DAVIES, 1987)
Da geometria diferencial, a curvatura k(ti) =
1
ρ(ti)
e´ obtida dividindo a segunda forma
fundamental pela primeira forma fundamental resultando em k(ti) =
II
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2.4 Um me´todo para obtenc¸a˜o de caminhos paralelos
Para cada ponto sobre a curva de refereˆncia e´ calculado um ponto pertencente ao
caminho paralelo. Esta sec¸a˜o trata do equacionamento para este ca´lculo.
O ca´lculo do passo lateral de execuc¸a˜o da tarefa determina a construc¸a˜o do cami-
nho paralelo ao caminho de refereˆncia. O passo lateral e´ um paraˆmetro de fabricac¸a˜o
definido de acordo com o tipo de acabamento desejado para a tarefa (HUANG; OLIVER,
1994). Em conjunto com o avanc¸o calculado para o efetuador do manipulador sobre o
caminho de refereˆncia, o caminho paralelo sera´ determinado tambe´m pelo passo lateral.
Estes paraˆmetros sa˜o influenciados pela topologia da superf´ıcie, de cujas propriedades sa˜o
deduzidos seus valores.
2.4.1 Ana´lise das propriedades locais para o ca´lculo de caminhos
paralelos
A figura 2.9 ilustra a geometria local de um ponto sobre a superf´ıcie, a partir da qual,
em func¸a˜o dos valores do passo lateral e do avanc¸o sobre o caminho de refereˆncia, permite
a obtenc¸a˜o de um ponto rp(ti) sobre um caminho paralelo ao caminho de refereˆncia.
r (t )p
g
i
ir(t )
r(t )i
.
uv
C
R*
Figura 2.9: Relac¸o˜es geome´tricas para ca´lculo do caminho paralelo.
onde R∗ e´ o raio de curvatura local equivalente a` ρ(ti) e r˙(ti) e´ a derivada de r(ti) com
relac¸a˜o ao paraˆmetro t, obtido pela relac¸a˜o: r˙(ti) = ru
∂u
∂t
+ rv
∂v
∂t
.
Para que se obtenha um ponto sobre o caminho paralelo e´ necessa´rio que: o vetor que
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une os pontos rp(ti) e r(ti) seja perpendicular ao vetor derivada (r˙(ti) ) do caminho de
refereˆncia, calculado em r(ti), e que o comprimento deste mesmo vetor, que une os pontos
rp(ti) e r(ti), deve ser aproximado em mo´dulo o valor g. Por estes aspectos e considerando
a geometria mostrada na figura 2.9 e´ poss´ıvel deduzir um sistema de equac¸o˜es 2.4 (SARMA;
DUTTA, 1997) (SURESH; YANG, 1994) para o ca´lculo do passo lateral para que se tenha
um caminho paralelo.
{
(rp(ti)− r(ti) ·
(
ru
∂u
∂t
+ rv
∂v
∂t
)
= 0
‖(rp(ti)− r(ti))‖ = g
(2.4)
onde as derivadas ru
∂u
∂t
+ rv
∂v
∂t
sa˜o calculadas no espac¸o parame´trico u e v em relac¸a˜o ao
ponto ti
O valor da var´ıavel topolo´gica g sobre a superf´ıcie sera´ calculado satisfazendo es-
pecificac¸o˜es necessa´rias a execuc¸a˜o da soldagem. Estas especificac¸o˜es levam em conta a
distaˆncia w entre a tocha e a superf´ıcie erodida e o valor dc que determina a distaˆncia
entre os caminhos paralelos, observado do ponto de vista da ponta do eletrodo da tocha
de soldagem.
Treˆs situac¸o˜es distintas podem ocorrer com relac¸a˜o entre os paraˆmetros g, dc e w de
acordo com a topologia da superf´ıcie:
1. Regia˜o plana de superf´ıcie como mostrado a figura 2.10. Neste caso o raio de cur-
vatura R∗ →∞.
w w
dc
Bocal
ir(t  ) pr  (t  )ig
Superficie
Figura 2.10: Obtenc¸a˜o de g para uma superf´ıcie plana.
2. Regia˜o convexa de superf´ıcie como mostrado a figura 2.11. A superf´ıcie e´ considerada
convexa quando R∗ > 0.
2.4 Um me´todo para obtenc¸a˜o de caminhos paralelos 37
R*
pr  (t  )iir(t  )
dc
θ
ww
Superficie
O
Bocal
g
Superficie
Figura 2.11: Obtenc¸a˜o de g para uma superf´ıcie com curvatura positiva.
3. Regia˜o coˆncava de superf´ıcie como mostrado a figura 2.12. Nesta situac¸a˜o o raio de
curvatura R∗ < 0.
*R
dc
p
O
r  (t  )i w
Bocal
θ
r(t  )
i
g
Superficie
Figura 2.12: Obtenc¸a˜o de g para superf´ıcies com curvatura negativa
Analisando geometricamente as treˆs condic¸o˜es topolo´gicas da superf´ıcie, o valor g pode
ser obtido de acordo com a equac¸a˜o 2.5.
g = dc para R∗ →∞
g = ‖R
∗‖+w
‖R∗‖
dc para R∗ > 0
g = ‖R
∗‖
‖R∗‖+w
dc para R∗ < 0
(2.5)
Tomando as derivadas em relac¸a˜o a u e v, rp(ti) pode ser aproximado utilizando uma
expansa˜o da equac¸a˜o em termos de uma se´rie de Taylor como mostra a equac¸a˜o 2.6
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rp(ti) = r(ti) + ru∆u++rv∆v (2.6)
onde du e´ aproximado por ∆u e dv e´ aproximado por ∆v.
Substituindo a expressa˜o rp(ti)− r(ti) da equac¸a˜o 2.6 e as duas formas fundamentais
da superf´ıcies na equac¸a˜o 2.4 tem-se como resultado um sistema de equac¸o˜es na˜o-lineares
em func¸a˜o de ∆u e ∆v, como mostrado na equac¸a˜o 2.7 (SARMA; DUTTA, 1997)(SURESH;
YANG, 1994) (FARIN, 1992).
{
E∆u2 + 2F∆v∆u+G∆v2 = g2
E∆u∂u
∂t
+ F
(
∆u∂v
∂t
+∆v ∂u
∂t
)
+G∆v ∂v
∂t
= 0
(2.7)
onde E = ru · ru, F = ru · rv e G = rv · rv
Resolvendo o sistema de equac¸o˜es na˜o-lineares mostrado em 2.7, sa˜o obtidos os valores
de ∆u e ∆v como mostram as equac¸o˜es 2.8 e 2.9.
∆u =
g
(
F ∂u
∂t
+G∂v
∂t
)
√
EG− F 2
√
E
(
∂u
∂t
)
2 + 2F ∂u∂v
∂t∂t
+G
(
∂v
∂t
)
2
(2.8)
∆v =
g
(
E ∂u
∂t
+ F ∂v
∂t
)
√
EG− F 2
√
E
(
∂u
∂t
)
2 + 2F ∂u∂v
∂t∂t
+G
(
∂v
∂t
)
2
(2.9)
As relac¸o˜es para ∆u e ∆v obtidas acima sa˜o apropriadas para um valor de g suficien-
temente pequeno em relac¸a˜o ao raio de curvatura local (R∗). Os valores ∆u e ∆v sa˜o
utilizados, como mostrou a equac¸a˜o 2.6, para obter um ponto sobre a superf´ıcie perten-
cente ao caminho paralelo ao caminho de refereˆncia.
2.4.2 Estrate´gia para preenchimento de uma cavidade pelo
processo de soldagem
A metodologia para calcular caminhos paralelos discutida sec¸a˜o anterior pode ser
implementada em um algoritmo para o planejamento off-line de caminhos paralelos para
a manutenc¸a˜o de superf´ıcies erodidas nas tarefas de medic¸a˜o e soldagem.
O algoritmo proposto inicia-se com o processo de medic¸a˜o da superf´ıcie erodida. A
partir dos dados obtidos da tarefa de medic¸a˜o, e´ estimada a superf´ıcie de refereˆncia e a
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superf´ıcie erodida. A intersecc¸a˜o destas duas superf´ıcies determina o limite de soldagem
e sobre a superf´ıcie erodida sa˜o enta˜o calculados os caminhos paralelos que sera˜o poste-
riormente programados no manipulador para execuc¸a˜o da tarefa.
As trajeto´rias sa˜o programadas para que a realizac¸a˜o da soldagem se deˆ numa u´nica
direc¸a˜o. Existe portanto a necessidade de se programar uma trajeto´ria de retorno para
execuc¸a˜o do pro´ximo corda˜o de solda. No algoritmo desenvolvido, este retorno e´ realizado
sobre a pro´prio caminho de ida, mantendo apenas o arco piloto ligado.
Uma simulac¸a˜o do algoritmo proposto foi realizada utilizando os dados medidos de
um modelo de superf´ıcie erodida. Os pontos medidos sa˜o mostrados na figura 2.13 e esta˜o
dispostos em segmentos em uma malha quadrangular sobre a superf´ıcie. Para a realizac¸a˜o
destas medic¸o˜es foi utilizado um sensor laser 3D (PINTO, 2001).
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
200
400
600
800
1000
1200
1400
Pontos medidos
Figura 2.13: Modelo de uma superf´ıcie erodida
Utilizando o algoritmo de Be´zier, a superf´ıcie foi formulada e os resultados utilizados
como refereˆncia para o algoritmo de soldagem. A figura 2.14 mostra a superf´ıcie modelada.
Utilizando os mesmos dados da superf´ıcie erodida estima-se a superf´ıcie de refereˆncia,
mostrada na figura 2.15
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Figura 2.14: Formulac¸a˜o da superf´ıcie erodida
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Figura 2.15: Formulac¸a˜o da superf´ıcie de refereˆncia
Para que fossem calculados os caminhos paralelos foram especificados os paraˆmetros
de soldagem. A distaˆncia entre cordo˜es, dc, foi definida em 6mm e a distaˆncia entre
camadas cd foi definida em 3mm.
No algoritmo proposto e´ preciso atender uma especificac¸a˜o do processo de soldagem,
a qual determina que os cordo˜es de soldagem devem ser interpostos entre as camadas
adjacentes. Para atender a` esta especificac¸a˜o, os caminhos sa˜o calculados, sobre toda
a superf´ıcie erodida, com distaˆncias programadas de dc/2 (metade da distaˆncia entre
caminhos desejada). O posicionamento dos caminhos e´ realizado de tal maneira que o
vetor z do sistema de coordenadas de medic¸a˜o e´ apontado na direc¸a˜o do vetor normal
me´dio da superf´ıcie, assim e´ poss´ıvel deslocar todos caminhos na direc¸a˜o z do sistema de
coordenadas de refereˆncia e posicionar cada camada de acordo com a altura w do corda˜o
de solda.
De acordo com a camada em que estiver sendo calculadas as trajeto´rias, utiliza-se os
caminhos pares para as camadas pares e os caminhos ı´mpares para os caminhos ı´mpares.
Esta soluc¸a˜o tem como resultado a interposic¸a˜o de cordo˜es entre camadas sucessivas.
A figura 2.16 apresenta a interposic¸a˜o de trajeto´rias entre a primeira e a segunda
2.4 Um me´todo para obtenc¸a˜o de caminhos paralelos 41
camada.
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Figura 2.16: Intercalamento de cordo˜es
A seguir e´ apresentado o algoritmo 1, na forma de um pseudoco´digo, aplicado ao
planejamento de caminhos paralelos para o processo de preenchimento de uma cavidade
erodida (SIMAS H. DIAS; GUENTHER, 2007).
Algoritmo 1 Planejamento de caminhos paralelos
Entrada:
Obter os dados provenientes do sistema de medic¸a˜o =⇒ Formulac¸a˜o matema´tica da
superf´ıcie erodida;
Ca´lculo da superf´ıcie de refereˆncia =⇒ Formulac¸a˜o matema´tica da superf´ıcie de
refereˆncia;
Ca´lculo dos caminhos paralelos de soldagem sobre toda superf´ıcie: utilizando os
paraˆmetros g, dc e w;
Para camada = 1 to limite de intersecc¸a˜o fac¸a
Ca´lculo da curva de intersecc¸a˜o para definic¸a˜o dos limites de soldagem;
Se camada e´ ı´mpar enta˜o
Obter o conjunto de caminhos ı´mpares e delimita´-los dentro do limite de inter-
secc¸a˜o;
Sena˜o {camada e´ par}
Obter o conjunto de caminhos pares e delimita´-los dentro do limite de intersecc¸a˜o
Fim Se
Segue para a pro´xima camada movendo os cordo˜es de uma distaˆncia cd (altura dos
cordo˜es)
Fim Para
Aplicando a soluc¸a˜o proposta, obteve-se como resultado seis camadas mostradas nas
figuras 2.17, a 2.22.
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Figura 2.17: Primeira camada de deposic¸a˜o calculada
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Figura 2.18: Segunda camada de deposic¸a˜o calculada
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Figura 2.19: Terceira camada de deposic¸a˜o calculada
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Figura 2.20: Quarta camada de deposic¸a˜o calculada
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Figura 2.21: Quinta camada de deposic¸a˜o calculada
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Figura 2.22: Sexta camada de deposic¸a˜o calculada
Para cada camada foram obtidos limites de deposic¸a˜o a partir das curvas de intersecc¸a˜o
entre a camada e a superf´ıcie de refereˆncia. A figura 2.23 apresenta as curvas de intersecc¸a˜o
obtidas para cada camada.
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Figura 2.23: Delimitac¸o˜es obtidas para cada camada
2.5 Lac¸o no caminho
Como em qualquer algoritmo nume´rico, o ca´lculo de caminhos paralelos apresenta
problemas de propagac¸a˜o de erros devidos as propriedades da superf´ıcie usada (SARMA;
DUTTA, 1997) (SURESH; YANG, 1994). Estes erros sa˜o gerados levando em conta os
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aspectos topolo´gicos e as propriedades matema´ticas da superf´ıcie, interferindo na precisa˜o
do algoritmo de ca´lculo de caminhos paralelos. Estas interfereˆncias provocam o apareci-
mento de lac¸os em alguns dos caminhos calculados. Estes erros sera˜o aqui chamados de
lac¸os no caminho.
O lac¸o no caminho tem o aspecto geome´trico ilustrado na figura 2.24.
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Figura 2.24: Surgimento do lac¸o no caminho
A figura 2.24 exibe o que acontece no surgimento do lac¸o. Quando o raio de curvatura
do caminho de refereˆncia e´ relativamente pequeno com relac¸a˜o ao valor de g calculado e
o avanc¸o no caminho paralelo deve retroceder para atender as restric¸o˜es da equac¸a˜o 2.4.
Se o lac¸o na˜o for tratado adequadamente na iterac¸a˜o vigente na iterac¸a˜o a seguir, o
atual caminho paralelo sera´ o caminho de refereˆncia e uma propagac¸a˜o do lac¸o ocorrera´.
Esta propagac¸a˜o gera lac¸os cada vez maiores inutilizando o conjunto de caminhos paralelos
obtidos. A figura 2.25 apresenta a propagac¸a˜o dos lac¸os.
Figura 2.25: Conjunto de caminhos resultantes sobre a superf´ıcie
Assim e´ necessa´rio tratar o lac¸o antecipadamente evitando sua propagac¸a˜o. Medic¸o˜es
dos paraˆmetros E, F , G, ru, rv ,ρ(ti), dentre outras propriedades locais foram realizadas
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buscando uma relac¸a˜o que pudesse ser utilizada para identificar o surgimento do lac¸o.
Inicialmente uma ana´lise gra´fica foi realizada comparando a evoluc¸a˜o das propriedades de
um caminho sem lac¸os com a a evoluc¸a˜o das propriedades de um caminho com lac¸os. Esta
ana´lise na˜o revelou, de uma maneira precisa, qual seria a relac¸a˜o das propriedades locais
com o surgimento do lac¸o. Neste sentido a busca de uma abordagem heur´ıstica para a
eliminac¸a˜o do lac¸o foi adotada.
Outras propostas de soluc¸a˜o do lac¸o sa˜o apresentadas em trabalhos relacionados
(SARMA; DUTTA, 1997) (SURESH; YANG, 1994). Entretanto estas propostas na˜o se
adaptam no ca´lculo de caminhos de soldagem, por serem adaptadas ao ca´lculo de cami-
nhos para o processo de fresamento.
A abordagem heur´ıstica proposta consiste em realizar um teste local de cruzamento,
verificando se o lac¸o sobre o caminho surge a cada avanc¸o calculado sobre o caminho
paralelo. Consideremos um novo ponto rp(ti) calculado sobre o caminho paralelo e o ponto
anterior a este obtido rp(ti−1). Os pontos rp(ti) e rp(ti−1) possuem como paraˆmetros (ui, vi)
e (ui−1, vi−1) respectivamente no espac¸o parame´trico. Consideremos tambe´m um segmento
de reta li, associado a reta que liga os pontos (ui, vi) e (ui−1, vi−1) no espac¸o parame´trico.
Se o segmento de reta li cruza com qualquer outro segmento de reta pertencente ao
caminho paralelo no plano parame´trico, por exemplo, um segmento lj , enta˜o detecta-se
um lac¸o no caminho paralelo sobre a superf´ıcie. A eliminac¸a˜o do lac¸o se da´ eliminando-
se do vetor de pontos do caminho paralelo rp, os pontos desde a posic¸a˜o j ate´ a posic¸a˜o
i−1. Esta estrate´gia garante a eliminac¸a˜o do lac¸o e sua propagac¸a˜o no ca´lculo dos demais
caminhos, mantendo o paralelismo desejado entre os caminhos.
A figura 2.26 apresenta os segmentos li e lj , juntamente com os pontos a serem eli-
minados.
A eliminac¸a˜o dos pontos na˜o afeta a precisa˜o dos pontos calculados sobre o caminho,
porque nas a´reas onde o lac¸o pode ocorrer o avanc¸o e´ pequeno o suficiente, assim a
eliminac¸a˜o mante´m os caminhos corretamente calculados.
Esta heur´ıstica foi aplicada aos resultados obtidos nas simulac¸o˜es apresentadas nas
figuras 2.17, 2.20 e 2.22.
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Figura 2.26: Conjunto de pontos eliminados para evitar o surgimento do lac¸o no caminho
2.6 Conclusa˜o
Este cap´ıtulo apresentou uma metodologia para ca´lculo de caminhos paralelos para
obtenc¸a˜o de trajeto´rias para manipuladores baseada no crite´rio de Scallop-height. A
metodologia inclui a selec¸a˜o de formulac¸a˜o para a superf´ıcie representada a partir de um
conjunto de pontos, o ca´lculo da delimitac¸a˜o a´rea erodida e um algoritmo que calcula
caminhos paralelos dentro da regia˜o de trabalho, a partir de um caminho de refereˆncia
sobre a superf´ıcie.
A metodologia proposta possibilita a implementac¸a˜o de aplicativos para o processo de
soldagem robotizada onde o propo´sito seja a deposic¸a˜o de material sobre superf´ıcies em
camadas sobrepostas desenvolvendo trajeto´rias paralelas e intercaladas camada a camada.
A metodologia tambe´m possibilita a implementac¸a˜o de aplicativos para realizac¸a˜o de
tarefas de medic¸a˜o robotizada.
Definidos os caminhos o pro´ximo cap´ıtulo apresenta um estudo da cinema´tica inversa
para o ca´lculo das trajeto´rias no espac¸o de juntas do manipulador. Nos pro´ximos cap´ıtulos
sera˜o tratados os problemas da cinema´tica inversa considerando o principal do problema
tratado neste trabalho, qual seja a utilizac¸a˜o de manipuladores redundantes operando em
um espac¸o de trabalho confinado.
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3 Cinema´tica inversa de
manipuladores redundantes
No projeto de manipuladores a concepc¸a˜o cinema´tica e´ definida de acordo com a
tarefa a ser realizada. Na concepc¸a˜o sa˜o considerados aspectos estruturais tais como as
dimenso˜es dos elos, tipos e nu´mero de juntas.
O nu´mero de juntas e´ geralmente determinado de acordo com a mobilidade dese-
jada para o manipulador, ou seja, quais os movimentos desejados que este deve realizar
no espac¸o de trabalho. Entretanto sob circunstaˆncias especiais o manipulador pode ser
definido com um nu´mero de juntas maior que as necessa´rias para realizac¸a˜o da tarefa.
Estes manipuladores fazem parte de uma classe chamada de manipuladores redundantes.
Os manipuladores redundantes possibilitam a inclusa˜o de tarefa secunda´rias tais como
o desvio de obsta´culos. Para esta classe de manipuladores, a cinema´tica inversa e´ obtida
a partir da cinema´tica diferencial.
Este cap´ıtulo trata da questa˜o da cinema´tica para manipuladores enfocando a cine-
ma´tica inversa para manipuladores redundantes. No decorrer da discussa˜o sera˜o apresen-
tados os principais conceitos e as metodologias mais utilizadas para soluc¸a˜o da cinema´tica
inversa para manipuladores redundantes.
3.1 Redundaˆncia de manipuladores
O conceito de geral de redundaˆncia, va´lido para manipuladores de cadeia aberta ou
fechada, esta´ baseado a partir da definic¸a˜o de graus de controle Ki,j e da conectividade
Ci,j entre dois elos i e j (CARBONI, 2008). A redundaˆncia Ri,j e´ dada pela diferenc¸a de
Ki,j e Ci,j: R = K − C.
De maneira mais simples um manipulador de cadeia aberta e´ dito redundante quando o
nu´mero de juntas dispon´ıveis para atuar e´ maior do que aquelas necessa´rias para executar
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a tarefa. Isso pode ser melhor entendido fazendo a relac¸a˜o entre o espac¸o de juntas e o
espac¸o cartesiano.
O espac¸o de juntas e´ definido pelo nu´mero n de juntas que compo˜em o manipulador,
enquanto o espac¸o operacional e´ definido pelo nu´mero r de coordenadas usadas para
descreveˆ-lo. Se uma tarefa usar r das n juntas para executar uma tarefa e r < n, enta˜o o
manipulador e´ definido como redundante. (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996)
Para evidenciar a relac¸a˜o entre r e n considere um manipulador de seis juntas, n =
6, aplicado a` operac¸a˜o de soldagem. O movimento no espac¸o tridimensional exige seis
varia´veis independentes (posic¸o˜es x, y e z, e as orientac¸o˜es θx, θy e θz). No processo
de soldagem sa˜o necessa´rios comumente calcular cinco paraˆmetros para localizr a tocha
de soldagem: treˆs posic¸o˜es e duas orientac¸o˜es, implicando em r=5. Nesta situac¸a˜o o
manipulador possui 1 grau de liberdade a mais que o necessa´rio para realizar a tarefa.
Nesta caso, para realizac¸a˜o do processo de soldagem por um manipulador de seis graus
de liberdade o manipulador e´ dito redundante.
O grau de redundaˆncia e´ determinado pela relac¸a˜o n− r. Para o exemplo do processo
de soldagem descrito acima, o manipulador possui grau de redundaˆncia n− r = 1.
Os manipuladores redundantes possuem algumas vantagens quando comparados aos
manipuladores na˜o-redundantes. Esta classe de manipuladores permite a otimizac¸a˜o da
trajeto´ria do efetuador em situac¸o˜es onde haveria presenc¸a de obsta´culos no espac¸o da
tarefa ou na imineˆncia de singularidades. Por outro lado, a cinema´tica inversa para estes
manipuladores admite um nu´mero infinito de soluc¸o˜es, e assim tornam-se necessa´rios
crite´rios mais requintados na programac¸a˜o de suas tarefas.
3.2 Cinema´tica direta
A cinema´tica direta de um manipulador e´ denotada pela relac¸a˜o:
k : Q 7→ C (3.1)
onde Q determina um vetor de posic¸o˜es de juntas, C a configurac¸a˜o de posic¸a˜o e orien-
tac¸a˜o do efetuador do manipulador no espac¸o cartesiano, ambas representadas em algum
sistema de coordenadas de refereˆncia e k representa o mapeamento na˜o-linear do espac¸o
de posic¸o˜es de juntas (Q) para o espac¸o cartesino (C) (BRADY, 1983).
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E´ comum sistematizar a cinema´tica direta de manipuladores atrave´s do me´todo de
Denavit-Hartenberg. De maneira ana´loga pode-se utilizar o me´todo de helico´ides suces-
sivos para modelar a relac¸a˜o entre os espac¸o de junta e o cartesiano (TSAI, 1999). O anexo
A apresenta uma proposta de sistematizac¸a˜o da cinema´tica direta baseada na metodologia
dos helico´ides sucessivos.
3.3 Cinema´tica inversa
A cinema´tica inversa, denotada por k−1, determina o mapeamento inverso entre dois
espac¸os, ou seja, o mapeamento entre o espac¸o de posic¸o˜es e orientac¸o˜es cartesianas (C)
e o espac¸o de juntas (Q) do manipulador.
k−1 : C 7→ Q (3.2)
Na cinema´tica inversa calculam-se os deslocamentos de juntas a partir da posic¸a˜o e
orientac¸a˜o cartesiana do efetuador na execuc¸a˜o de uma determinada tarefa.
A soluc¸a˜o da cinema´tica inversa pode ser obtida de duas maneiras:
• Anal´ıtica: Esta metodologia baseia-se na ana´lise da configurac¸a˜o geome´trica da
cadeia cinema´tica do manipulador, requerendo para tanto o uso de intuic¸a˜o geome´-
trica e alge´brica sobre o problema e que a cadeia cinema´tica na˜o seja complexa. A
cinema´tica inversa anal´ıtica tem aplicac¸a˜o restrita e seu desenvolvimento e´ realizado
para cada caso (TSAI, 1999) (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). Os resultados obtidos
neste me´todo sa˜o mais precisos e obtidos numa u´nica sequeˆncia de operac¸o˜es.
• Integrac¸a˜o da cinema´tica inversa diferencial: Esta metodologia baseia-se na inte-
grac¸a˜o das velocidades das juntas, calculadas utilizando a inversa da matriz Jaco-
biana. Esta metodologia e´ mais geral, abrangendo os manipuladores redundantes.
Dada a complexidade do modelo diferencial e´ complexo e de dif´ıcil soluc¸a˜o anal´ıtica,
vale-se de algoritmos nume´ricos para soluc¸a˜o da integral. Algoritmos nume´ricos sa˜o
geradores de erros de aproximac¸a˜o, e a imprecisa˜o resultante dependera´ basicamente
do nu´mero de iterac¸o˜es realizadas e da complexidade do me´todo de integrac¸a˜o uti-
lizado.
O objetivo principal deste trabalho e´ explorar as particularidades da metodologia de
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integrac¸a˜o da cinema´tica inversa diferencial. Ela sera´ aplicada para calcular a cinema´tica
inversa de manipuladores redundantes. Antes de uma discussa˜o dos me´todos mais utiliza-
dos, e´ apresentado a seguir um estudo sobre cinema´tica inversa e a relac¸a˜o com a matriz
Jacobiana.
3.4 A cinema´tica diferencial
Seja um manipulador com n juntas e seu vetor de posic¸o˜es no espac¸o de juntas descrito
por q = [q1, · · · , qn]T .
O objetivo da cinema´tica diferencial e´ obter uma relac¸a˜o entre as velocidades das
juntas e as velocidades lineares e angulares do efetuador. Consideremos um manipulador
com n juntas, cujas posic¸o˜es sa˜o representadas num vetor descrito por q = [q1, · · · , qn]T
e as respectivas velocidades das juntas representadas num vetor q˙ = [q˙1, · · · , q˙n]T . E´
desejado representar as velocidades lineares do efetuador p˙ e as velocidades angulares ω,
como func¸a˜o das velocidades do espac¸o de juntas q˙. Isso implica em obter um mapeamento
entre os dois espac¸os, que pode ser expresso por:
p˙ = JP (q)q˙
ω = JO(q)q˙
(3.3)
onde
• JP e´ uma matriz j × n que representa a contribuic¸a˜o do vetor de velocidades de
junta q˙ na velocidade linear do efetuador p˙, j × 1;
• JO e´ uma matriz f × n que representa a contribuic¸a˜o do vetor de velocidades de
junta q˙ na velocidade aˆngular do efetuador ω, f × 1;
• j e f representam as dimenso˜es dos vetores de velocidades lineares e angulares
respectivamente, determinando assim a dimensa˜o do espac¸o operacional usado para
execuc¸a˜o da tarefa, ou seja, r = j + f .
Reescrevendo as equac¸a˜o apresentadas em 3.3 na forma matricial tem-se:
v =
[
p˙
ω
]
= J(q)q˙ (3.4)
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a qual representa a equac¸a˜o cinema´tica diferencial. A matriz J(r × n) e´ definida como
matriz Jacobiana, ou simplesmente Jacobiano do manipulador e determina o mapeamento
diferencial entre o espac¸o de juntas e o espac¸o cartesiano. Dependendo da forma de
representac¸a˜o da orientac¸a˜o do efetuador o Jacobiano e´ definido como geome´trico, indicado
por J ou anal´ıtico, indicado por JA. (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). Neste trabalho sera´
utilizada a representac¸a˜o simples por J , uma vez que os desenvolvimentos apresentados
aplicam-se tanto ao Jacobiano anal´ıtico como o geome´trico.
A equac¸a˜o 3.4 pode ser invertida, isto e´, permite obter as varia´veis de velocidade de
junta em func¸a˜o das varia´veis de velocidade do espac¸o cartesiano se J tem posto completo.
Assim ela pode ser escrita como:
q˙ = J−1(q)v (3.5)
onde J−1(q) e´ a inversa do Jacobiano.
O Jacobiano e´, em geral, func¸a˜o da configurac¸a˜o de q. Dependendo da configurac¸a˜o
de q o Jacobiano pode na˜o possuir posto completo e diz-se que o manipulador encontra-
se numa condic¸a˜o de singularidade (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996), isto implica que
J(q) na˜o e´ invers´ıvel. Sob esta condic¸a˜o, estruturalmente, o manipulador reduz suas
possibilidades de movimento.
O Jacobiano de manipuladores redundantes possui maior nu´mero de colunas, n, que
linhas r, uma vez que a dimensa˜o do espac¸o de juntas e maior que a dimensa˜o do espac¸o
operacional, ou seja, r < n. Portanto a cinema´tica inversa diferencial mostrada na equac¸a˜o
3.5 apresenta um nu´mero infinito de soluc¸o˜es. A dificuldade de achar uma soluc¸a˜o esta´ na
necessidade de escolha de um me´todo adequado para determinar qual destas soluc¸o˜es seria
a mais adaptada a` uma determinada aplicac¸a˜o. Este problema e´ abordado nos me´todos
discutidos a seguir.
3.4.1 O mapeamento entre os espac¸os diferenciais de juntas e
operacional
O mapeamento entre o espac¸o diferencial de juntas e o espac¸o diferencial operacional
e´ apresentado na figura 3.1. Ele ilustra a relac¸a˜o entre as velocidades de juntas q˙ ∈ Rn e
as velocidades do efetuador dadas por v ∈ Rr.
onde:
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q. v
R(J)
N(J)
J
n
0
R rR
Figura 3.1: Mapeamento J entre o espac¸o cartesiano e o espac¸o de juntas
• J e´ Jacobiano n × r e define o mapeamento das velocidades do espac¸o operacional
que podem ser alcanc¸adas a partir de velocidades impostas nas juntas, de acordo
com a equac¸a˜o 3.4;
• N(J) ∈ Rn, e´ o subespac¸o correspondente aos movimentos das juntas que na˜o
produzem velocidades no efetuador, ou seja, mapeia as velocidades de junta para
0∈ Rr.
• R(J) ∈ Rr representa as velocidades do efetuador final geradas pelas velocidades de
junta numa dada configurac¸a˜o cinema´tica.
Se o Jacobiano tem posto completo enta˜o:
dim(R(J)) = r (3.6)
dim(N(J)) = n− r (3.7)
Desta forma, pode ser escrito que:
dim(R(J)) + dim(N(J)) = n (3.8)
Em caso de singularidade ocorre uma diminuic¸a˜o no posto do Jacobiano e dim(R(J))
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decresce ao mesmo tempo que dim(N(J)) aumenta. Com isso a relac¸a˜o 3.6 mante´m-se
va´lida independentemente do posto do Jacobiano.
Em manipuladores redundantes (r < n). Examinando a equac¸a˜o 3.6, fica claro que
dim(N(J)) > 0, ou seja, sempre existe um espac¸o nulo.
Isto implica que existem infinitas soluc¸o˜es para a equac¸a˜o 3.5. Um nu´mero finito
de soluc¸o˜es pode ser obtido estabelecendo crite´rios para o movimento no espac¸o nulo.
Uma proposta seria achar os movimentos internos na cadeia cinema´tica que na˜o alteram
a trajeto´ria que esta´ sendo realizada pelo efetuador e assim solucionar a equac¸a˜o 3.5.
Nas sec¸o˜es a seguir sa˜o apresentadas algumas soluc¸o˜es para a cinema´tica diferencial
inversa de manipuladores redundantes.
3.4.2 O espac¸o nulo em manipuladores redundantes
A existeˆncia do espac¸o nulo N(J) 6= {0} requer te´cnicas sistema´ticas para resolver
os graus de redundaˆncia de um manipulador (SANTOS, 2006)(SCIAVICCO; SICILIANO,
1996).
Suponha q˙∗ uma soluc¸a˜o da cinema´tica direta dada pela equac¸a˜o 3.4 e seja P ∈ Rn×n
e´ uma matriz tal que:
R(P ) = N(J) (3.9)
enta˜o, a soluc¸a˜o q˙ pode ser escrita como:
q˙ = q˙∗ + P q˙a (3.10)
onde q˙a e´ um vetor arbitra´rio que junto com P determina a soluc¸a˜o da equac¸a˜o 3.4.
Pre´-multiplicando ambos os lados da igualdade pelo Jacobiano tem-se:
Jq˙ = Jq˙∗ + JP q˙a = v (3.11)
Esta equac¸a˜o ilustra que q˙∗ e´ uma soluc¸a˜o da cinema´tica direta, desde que JP q˙a = 0
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para qualquer q˙a. Assim, JP e´ o espac¸o projetor nulo. Ou seja, tem-se a possibilidade
de escolha de um vetor arbitra´rio q˙a que contribuira´ para a gerac¸a˜o de movimentos inter-
nos da cadeia cinema´tica do manipulador sem interferir nas velocidades definidas para o
efetuador.
3.5 Me´todos cla´ssicos para resoluc¸a˜o da cinema´tica
inversa para manipuladores redundantes
A seguir sa˜o discutidos os me´todos cla´ssicos para soluc¸a˜o da cinema´tica inversa de
manipuladores redundantes. Sa˜o analisadas formulac¸o˜es destacando as limitac¸o˜es de cada
me´todo.
3.5.1 A resoluc¸a˜o da cinema´tica inversa via pseudoinversa do
Jacobiano
Uma estrate´gia simples de resolver a redundaˆncia e´ procurar um meio de distribuir o
movimento necessa´rio para realizac¸a˜o de uma tarefa por todas juntas do manipulador. O
objetivo desta distribuic¸a˜o e´ minimizar a energia utilizada pelas juntas em seus desloca-
mentos. A soluc¸a˜o da equac¸a˜o 3.5 pode ser formulada como um problema de otimizac¸a˜o
de restric¸o˜es lineares (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996).
Assim, conhecidos os vetores v e o Jacobiano J , para uma dada configurac¸a˜o de q˙, e´
desejado encontrar a soluc¸a˜o 3.4 que minimize um funcional de custo quadra´tico para as
velocidades de junta. Este funcional esta´ relacionado com a energia cine´tica resultante do
movimento das juntas.
Este funcional quadra´tico e´ expresso por:
g(q˙) =
1
2
q˙TWq˙ (3.12)
onde W e´ uma matriz n× n definida positiva de pesos.
Este problema pode ser resolvido pelo me´todo dos multiplicadores de Lagrange
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996). Consideremos o funcional quadra´tico modificado:
g(q˙, λ) =
1
2
q˙TWq˙ + λT (v − Jq˙) (3.13)
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onde λ e´ um vetor de multiplicadores de Lagrange r×1 que incorporam a restric¸a˜o definida
pela equac¸a˜o 3.4 no funcional.
Para encontrar a soluc¸a˜o minimizada de g(q˙, λ) e´ necessa´rio que:
(
∂g
∂q˙
)T
= 0
(
∂g
∂λ
)T
= 0 (3.14)
Da primeira condic¸a˜o temos que Wq˙ − JTλ = 0, enta˜o:
q˙ = W−1JTλ (3.15)
A equac¸a˜o 3.5 pode ser reaproveitada resolvendo a segunda condic¸a˜o mostrada na
equac¸a˜o 3.14. Assim, combinando estas duas condic¸o˜es obte´m-se:
v = JW−1JTλ (3.16)
Assumindo que J tem posto completo, JW−1JT e´ uma matriz quadrada de posto
completo, e que portanto pode ser invertida. Resolvendo λ na equac¸a˜o 3.16, tem-se:
λ = (JW−1JT )−1v (3.17)
Substituindo o resultado da equac¸a˜o 3.17 na equac¸a˜o 3.15 encontra-se a soluc¸a˜o
otimizada.
q˙ =W−1JT (JW−1JT )−1v
q˙ = J†v
(3.18)
onde a matriz J† = W−1(JT (JW−1JT )−1 e´ definida como a matriz pseudoinversa do
Jacobiano. Num caso particular fazendo W uma matriz identidade de ordem In ∈ Rn×n,
obte´m-se que:
J† = JT
(
JJT
)−1
(3.19)
onde J† satisfaz a seguinte igualdade:
JJ† = Ir (3.20)
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onde Ir ∈ Rr×r e´ uma matriz identidade de ordem r. De acordo com a resoluc¸a˜o a matriz
J† e´ conhecida como pseudoinversa a` direita.
Os me´todos baseados na pseudoinversa possuem inconvenieˆncias (SANTOS, 2006).
Dentre estas pode-se destacar:
• Na˜o existe garantia de que as singularidades cinema´ticas sera˜o evitadas;
• Na˜o e´ garantido o movimento conservativo, ou seja, movimentos repetitivos na˜o
resultam necessariamente em movimentos repetitivos nas juntas;
• A introduc¸a˜o do problema de inconsisteˆncia dimensional associado ao tipo de juntas
que constituem o sistema. Esta limitac¸a˜o retringe o me´todo a manipuladores cons-
titu´ıdos somente de juntas rotativas ou somente de juntas prisma´ticas.(SANTOS,
2006).
Como mostrado em (ZERGEROGLU et al., 2000) a matriz pseudoinversa mostrada em
(3.19) satisfaz as condic¸o˜es de Moore-Penrose dadas abaixo:
JJ†J = J
J†JJ† = J†(
J†J
)T
= J†J(
JJ†
)T
= JJ†
(3.21)
Adicionalmente a`s propriedades acima, a matriz
(
In − J†J
)
satisfaz as seguintes pro-
priedades:
(
In − J†J
) (
In − J†J
)
= In − J†J
J
(
In − J†J
)
= 0(
In − J†J
)T
=
(
In − J†J
)
(
In − J†J
)
J† = 0
(3.22)
Uma modificac¸a˜o pode ser realizada incluindo no funcional outro termo com objetivo
de aproveitar P q˙a, apresentado na equac¸a˜o 3.10. Neste caso o novo funcional quadra´tico
passa a ter a seguinte forma:
g(q˙) =
1
2
(q˙ − q˙a)TW (q˙ − q˙a) (3.23)
3.5 Me´todos cla´ssicos para resoluc¸a˜o da cin. inversa para manipuladores redundantes 57
A escolha deste funcional tem por objetivo minimizar a norma do vetor (q˙ − q˙a), ou
seja, busca-se uma soluc¸a˜o de q˙ de tal maneira que esta seja a mais pro´xima o poss´ıvel de
q˙a.
Procedendo de forma similar tem-se
g(q˙) =
1
2
(q˙ − q˙a)TW (q˙ − q˙a) + λT (v − Jq˙) (3.24)
Aplicando as condic¸o˜es de otimalidade em 3.24 resulta em:
q˙ = J†v + (I − J†J)q˙a (3.25)
A soluc¸a˜o obtida possui dois termos:
1. O primeiro relativo a` norma minimizada das velocidades;
2. O segundo esta´ relacionado a` soluc¸a˜o adicional para q˙a e a matriz (I − J†J) e´ uma
das matrizes de P .
3.5.1.1 O vetor q˙a
Para utilizac¸a˜o dos graus de liberdade de redundaˆncia e´ necessa´rio especificar o vetor
q˙a vinculado ao espac¸o nulo do manipulador de maneira conveniente. Uma soluc¸a˜o t´ıpica
e´ dada por:
q˙a = ka
(
∂ω(q)
∂q
)T
(3.26)
onde ka > 0 e ω(q) e´ uma func¸a˜o objetivo secunda´ria para as varia´veis de junta.
Func¸o˜es ω(q) t´ıpicas esta˜o relacionadas a` manipulabilidade, a` limitac¸a˜o dos movimen-
tos de junta, ao controle de coliso˜es e singularidades(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996)(SAN-
TOS, 2006). Existem outros me´todos baseados na pseudoinversa tais como: o me´todo
Prioridade da tarefa, Prioridade da tarefa robusta a singularidades e Amortecimento por
mı´nimos quadrados e serem descritos a seguir.
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3.5.2 Prioridade da tarefa
O me´todo de prioridade da tarefa (Task priority) consiste em aproveitar o espac¸o nulo
de manipuladores redundantes para definir tarefas (tasks) secunda´rias. A proposta e´ coor-
denar os movimentos do manipulador atrave´s de um funcional quadra´tico (ANTONELLI;
CHIAVERINI, 1998) apud (SANTOS, 2006).
Estas tarefas secunda´rias, descritas por q˙a sa˜o projetadas dentro do espac¸o nulo de
uma tarefa de maior prioridade, ou seja, a tarefa de conduc¸a˜o do efetuador. (SANTOS,
2006)
As velocidades da tarefa prima´ria
”
vp,d para seguimento de trajeto´ria sa˜o definidas
por pp,d ∈ Rr e o seu correspondente Jacobiano Jp(q) ∈ Rr×n, ou seja:
vp,d = p˙p,d = Jp(q)q˙ (3.27)
Para modelar uma segunda tarefa, ps,d ∈ Rb com b ≤ r, e o correspondente Jacobiano
Js(q) ∈ Rb×n
vs,d = p˙s,d = Js(q)q˙ (3.28)
Com isso o vetor de velocidades para as juntas e´ obtido da seguinte forma: (AN-
TONELLI, 2003)
q˙ = J†pvp,d + (Js(In − J†pJp))†(vs,d − JsJ†p) (3.29)
O me´todo apresenta limitac¸o˜es com relac¸a˜o a`s singularidades. A proposta apresenta
singularidades algor´ıtmicas, ou seja, podem ocorrer grandes valores de velocidades apesar
de Jp e Js serem de posto completo. O sistema torna-se mal-condicionado pelo fato
da matriz (Js(In − J†pJp))† perder seu posto. Ale´m disso, o problema de inconsisteˆncia
dimensional existe devido ao uso de matrizes pseudoinversas.(SANTOS, 2006)
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3.5.3 Prioridade da tarefa robusta a singularidades
Neste me´todo as tarefas prima´rias e secunda´rias sa˜o invertidas separadamente por
pseudoinversas dos seus respectivos Jacobianos para evitar as singularidades algor´ıtmicas,
como mostra a equac¸a˜o 3.30.
q˙ = J†pvp,d + (In − J†pJp)J†svs,d (3.30)
Pore´m, como citado anteriormente, este me´todo tambe´m utiliza-se da pseudoinversa
o que implica no problema da inconsisteˆncia dimensional.(SANTOS, 2006)
3.5.4 Mı´nimos quadrados amortecidos
Ome´todo dos mı´nimos quadrados amortecidos (Dumped Least Square) tenta contornar
o problema da descontinuidade provocada em pontos singulares da matriz pseudoinversa.
A descontinuidade nos pontos singulares e´ controlada utilizando-se um funcional a ser
minimizado expresso por:
‖vd − Jq˙‖2 + α ‖q˙‖ (3.31)
onde α e´ um fator de amortecimento. Resolvendo este funcional tem-se a seguinte inversa
generalizada:
J‡ = JTB−1, B = (JTJ + α2I) (3.32)
Formulac¸o˜es similares foram desenvolvidas combinando o me´todo dos mı´nimos quadra-
dos com pesos amortecidos. O resultado obtido para a inversa generalizada e´ apresentada
a seguir:
J‡ = (JTW1J +W2)
−1JTW1 (3.33)
onde W1,W2 > 0 sa˜o matrizes de pesos. Na equac¸a˜o 3.33 W2 incorpora tambe´m o fator
de amortecimento α.
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Apesar deste me´todo ser robusto com relac¸a˜o ao problema das singularidades, ainda
persistem os problemas relacionados com a inconsisteˆncia dimensional. (SANTOS, 2006)
3.6 Soluc¸a˜o da redundaˆncia usando um sistema
na˜o-redundante
A utilizac¸a˜o da pseudoinversa possui va´rias limitac¸o˜es e dentre estas a limitac¸a˜o mais
grave e´ caracterizada por um problema da inconsisteˆncia dimensional das varia´veis en-
volvidas (CAMPOS, 2004).
Os me´todos apresentados a seguir apresentam soluc¸o˜es para a cinema´tica inversa sem a
utilizac¸a˜o da pseudoinversa. O objetivo e´ contornar as limitac¸o˜es impostas pela utilizac¸a˜o
da pseudoinversa.
3.6.1 Me´todo da decomposic¸a˜o
O me´todo da decomposic¸a˜o e´ baseado na ide´ia de particionar o Jacobiano em duas
submatrizes de dimenso˜es m×m e (n−m)×m, respectivamente (SANTOS, 2006). Esta
formulac¸a˜o e´ exposta a seguir:
v = Jmq˙m + Jn−mq˙n−m (3.34)
onde Jm e´ uma submatriz m ×m e q˙m ∈ Rm, correspondem a`s velocidades das juntas,
denominadas prima´rias; Jn−m e´ uma submatriz n−m×m e q˙n−m ∈ Rn−m sa˜o as correspon-
dentes velocidades das juntas denominadas secunda´rias. Os valores das velocidades das
juntas secunda´rias podem ser obtidos atrave´s de um procedimento de otimizac¸a˜o (n−m)
-dimensional com algum crite´rio desejado. Assim, uma soluc¸a˜o para as velocidades das
juntas prima´rias pode ser obtido diretamente da relac¸a˜o apresentada na equac¸a˜o 3.35
q˙m = J
−1
m (v − Jn−mq˙n−m) (3.35)
3.6.2 Me´todo de extensa˜o do espac¸o de tarefa
O me´todo da extensa˜o da tarefa tambe´m e´ conhecido como me´todo do Jacobiano
estendido e e´ baseado na imposic¸a˜o de func¸o˜es de restric¸a˜o da forma h(q) = 0 ao Jacobiano
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original.
Desta forma, a cinema´tica diferencial direta pode ser escrita como:
p(t) = k(q(t))
0 = h(q)
(3.36)
onde k representa o mapeamento da cinema´tica direta do manipulador e h(q) representa
uma func¸a˜o que relaciona as posic¸o˜es de juntas do manipulador.
Considerando que h e k sejam diferencia´veis em q(t), obte´m-se a derivada da equac¸a˜o
3.36 como:
[
p˙(t)
0
]
=
[
J(q)
∂h(q)
∂q
]
q˙ (3.37)
Ou seja:
v = Jeq˙ (3.38)
onde
Je =
[
J(q)
∂h(q)
∂q
]
(3.39)
Este me´todo tem como inconvenieˆncia a introduc¸a˜o de singularidades algor´ıtmicas.
As singularidades algor´ıtmicas sa˜o relacionadas apenas a` linha adicional de Je, mas na˜o a`
cinema´tica do manipulador propriamente dita. Neste sentido, as vantagens dos manipu-
ladores redundantes podem ser limitadas por falsas singularidades, possivelmente geradas
por uma selec¸a˜o inconveniente da func¸a˜o de restric¸a˜o h(q) (SANTOS, 2006). A func¸a˜o
h(q) mais utilizada e´ apresentada na equac¸a˜o 3.40.
h(q) =
n∑
i=1
q2i (3.40)
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onde n e´ o nu´mero de juntas.
O me´todo do Jacobiano estendido tambe´m possui uma outra limitac¸a˜o comum aos
outros me´todos relacionada tambe´m a` existeˆncia de inconsisteˆncia dimensional para o
caso do manipulador possuir diferentes tipos de juntas (CAMPOS, 2004).
3.7 Conclusa˜o
Este cap´ıtulo apresentou uma revisa˜o de me´todos convencionais para a soluc¸a˜o da cine-
ma´tica inversa de manipuladores redundantes. Foram apresentadas algumas metodologias
de soluc¸o˜es baseadas na cinema´tica inversa diferencial, que tem Jacobiano como elemento
central.
Adicionalmente cada me´todo possui limitac¸o˜es.
A metodologia baseada na pseudoinversa apresenta-se como uma soluc¸a˜o limitada
pelos seguintes fatores
• No caso da matrizW (equac¸a˜o 3.18) ser diferente da identidade, e´ necessa´rio ajustar
n varia´veis pertencentes a diagonal principal de W ;
• A estabilidade nume´rica da cinema´tica inversa depende da trajeto´ria;
• Ocorrem problemas por causa das dimenso˜es dos elementos do Jacobiano na pseu-
doinversa em caso da cadeia cinema´tica do manipulador possuir juntas rotativas e
prisma´ticas;
• Os movimentos resultantes nas juntas na˜o sa˜o conservativos, ou seja, movimentos
repetitivos na˜o resultam necessariamente em movimentos repetitivos nas juntas.
Estas limitac¸o˜es tambe´m sa˜o presentes quando e´ inclu´ıdo o projetor do espac¸o nulo
na cinema´tica inversa diferencial.
Os me´todos baseados em prioridades de tarefas, apesar de seu diferencial quanto
a formulac¸a˜o do problema, tambe´m sa˜o baseados na determinac¸a˜o de uma tarefa que
e´ projetada no espac¸o nulo do Jacobiano; portanto, sa˜o tambe´m sens´ıveis a`s mesmas
limitac¸o˜es da utilizac¸a˜o da matriz pseudoinversa.
A soluc¸a˜o proposta pelos me´todos de resoluc¸a˜o por sistemas na˜o redundantes tambe´m
apresentam limitac¸o˜es relacionadas principalmente a` adic¸a˜o de singularidades algor´ıtmi-
cas, na˜o pertencentes ao manipulador propriamente dito.
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No pro´ximo cap´ıtulo e´ apresentada uma metodologia baseada na introduc¸a˜o de res-
tric¸o˜es cinema´ticas atrave´s de cadeias cinema´ticas virtuais. A metodologia proposta evita
o problema dimensional, na˜o adiciona singularidades algor´ıtmicas e resolve o problema de
conservac¸a˜o de movimentos repetitivos.
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4 Cinema´tica inversa diferencial
utilizando restric¸o˜es
cinema´ticas
O estudo realizado no cap´ıtulo 3 discutiu os me´todos de soluc¸a˜o da cinema´tica inversa
para roboˆs redundantes baseados na pseudoinversa. Estes me´todos possuem va´rias limi-
tac¸o˜es, que incluem, por exemplo, o problema dimensional quando o roboˆ possui juntas
rotativas e prisma´ticas e a inserc¸a˜o de singularidades algor´ıtmicas.
Este cap´ıtulo apresenta uma metodologia de obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa diferencial
atrave´s inserc¸a˜o de restric¸o˜es cinema´ticas impostas por cadeias cinema´ticas auxiliares,
definidas como cadeias virtuais.
No me´todo proposto a descric¸a˜o das velocidades e´ realizada utilizando o conceito de
helico´ides, e para o levantamento da cinema´tica diferencial e´ utilizada a lei de circulac¸a˜o
de Davies.
4.1 Deslocamentos helicoidais sucessivos
De acordo com o teorema de Chasles, o movimento de um corpo r´ıgido no espac¸o pode
ser representado por uma rotac¸a˜o sobre um eixo seguido de uma translac¸a˜o ao longo do
mesmo eixo. Este movimento combinado de translac¸a˜o e rotac¸a˜o e´ chamado movimento
helicoidal (BOTTEMA, 1979).
Na cinema´tica de mecanismos, o movimento relativo entre elos de uma cadeia cine-
ma´tica pode ser descrito de maneira gene´rica por um deslocamento helicoidal.
A generalizac¸a˜o do princ´ıpio do deslocamento de uma junta como sendo helicoidal
permite tratar as questo˜es de posic¸a˜o e orientac¸a˜o de maneira u´nica, restringido o pro-
blema a um deslocamento rotacional, prisma´tico ou helicoidal de acordo com o tipo de
junta.
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Um movimento helicoidal de um ponto P no espac¸o, em relac¸a˜o a um sistema de
coordenadas fixo, pode ser descrito por dois vetores, e dois escalares:
• si: vetor unita´rio que determina a direc¸a˜o de translac¸a˜o e rotac¸a˜o do movimento
helicoidal, com ı´ndice i indicando o corpo r´ıgido, ou elo, em que e´ fixo;
• soi: vetor posic¸a˜o de si em relac¸a˜o a um sistema de coordenadas fixo a um elo de
refereˆncia;
• θ: aˆngulo de deslocamento rotativo do ponto P ;
• t: comprimento do deslocamento de translac¸a˜o do ponto P
Os vetores si e soi devem ser escolhidos, tal que sejam perpendiculares, ou seja:
si
T · soi = 0 (4.1)
A figura 4.1 mostra o deslocamento helicoidal do ponto P de acordo com os vetores
si e soi, e os paraˆmetros θ e t.
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Figura 4.1: Deslocamento espacial helicoidal
onde:
• o vetor p1 indica a posic¸a˜o inicial do ponto P , ou seja, a posic¸a˜o P1;
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• r1 e r2 sa˜o vetores de mesmo comprimento e determinam a posic¸a˜o inicial e final do
ponto P quando realizado o deslocamento rotacional;
• p2 determina a localizac¸a˜o do ponto P2, ou seja, a posic¸a˜o do ponto P apo´s o
deslocamento de translac¸a˜o.
O helico´ide, $, associa o deslocamento diferencial entre dois corpos em relac¸a˜o a um
sistema de coordenadas referencial. O helico´ide e´ definido como $ = (ω;V p), onde o vetor
ω = (L,M,N ) representa a velocidade aˆngular do corpo e o vetor V p = (P∗,Q∗,R∗)
representa a velocidade linear de um ponto P fixo no corpo passando instantaneamente
pela origem do sistema referencial (TSAI, 1999).
O eixo helicoidal $ pode ser decomposto em amplitude e eixo normalizado. A am-
plitude e´ a magnitude da velocidade angular do corpo ‖ ω ‖. Se o par cinema´tico e´
prisma´tico, a magnitude e´ a velocidade linear ‖ V p ‖. Considerando um eixo helicoidal
dado por $ = (ω;V p)T=(L,M,N ;P∗,Q∗,R∗)T , este pode ser representado pelo corres-
pondente eixo normalizado $ˆ = (L,M,N, P ∗, Q∗, R∗)T e sua magnitude q˙:
$ = $ˆq˙ (4.2)
O eixo helicoidal normalizado $ˆ de uma junta i e´ dado por:
$ˆi =


L
M
N
P ∗
Q∗
R∗


=
[
si
soi × si + hsi
]
(4.3)
onde h e´ o passo (pitch) do helico´ide.
Para uma cadeia cinema´tica composta por n juntas, o helico´ide resultante para o
deslocamento do efetuador pode ser obtido de maneira linear pela soma dos helico´ides de
deslocamento de cada junta (TSAI, 1999), ou seja:
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B$E =
n∑
i=1
B $ˆiq˙i (4.4)
onde
• B$ˆi e´ o i-e´simo helico´ide normalizado descrito em relac¸a˜o a um sistema de coorde-
nadas referencial (B);
• q˙i e´ a correspondente magnitude;
• B$E e´ o helico´ide que representa o movimento do efetuador em relac¸a˜o ao sistema
de coordenadas B.
A disposic¸a˜o matricial da equac¸a˜o 4.4 e´ como segue:
B$E =
[
B $ˆ1
B $ˆ2 · · · B$ˆn
]


q˙1
q˙2
...
q˙n

 (4.5)
onde
[
B $ˆ1
B $ˆ2 · · · B$ˆn
]
representa o Jacobiano do roboˆ relacionando o deslocamento
do efetuador no espac¸o cartesiano com as velocidades de deslocamentos no espac¸o de juntas
(q˙i).
Uma mudanc¸a de sistema de coordenadas de refereˆncia pode ser realizada utilizando
para isto as matrizes de transformac¸a˜o (TSAI, 1999). Consideremos um outro elo L em
que se deseja representar os helico´ides. Portanto o helico´ide B$i representado no elo B,
tera´ sua representac¸a˜o no elo L obtida pela equac¸a˜o 4.6.
L$i =
L TB
B$i (4.6)
onde LTB e´ a matriz de transformac¸a˜o de coordenadas de helico´ides do sistema de coor-
denadas B para um sistema de coordenadas L.
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4.2 O me´todo de Davies
A lei de circulac¸a˜o de Kirchhoff estabelece que a soma alge´brica das diferenc¸as de
potencial ao longo de um circuito ele´trico e´ zero. Davies adaptou a lei de Kirchhoff para
resolver a cinema´tica diferencial de mecanismos de cadeia fechada.
A lei de circulac¸a˜o de Davies estabelece que ”A soma alge´brica das velocidades relativas
de pares cinema´ticos ao longo de alguma cadeia cinema´tica fechada e´ zero”(CAMPOS,
2004).
Usando esta lei, a relac¸a˜o entre as velocidades de um cadeia cinema´tica fechada pode
ser obtida pela resoluc¸a˜o da cinema´tica diferencial, como segue no exemplo a seguir.
Seja um mecanismo de quatro barras planar como mostrado na figura 4.2 composto
pelos elos 1, 2, 3 e 4 e pelas juntas rotativas A, B, C e D.
x
z
y
circuito 4
3
2
1
D
CB
A
Figura 4.2: Mecanismo de quatro barras
Seja o helico´ide $A a representac¸a˜o do movimento do elo 2 em relac¸a˜o ao elo 1, $B
representa o movimento do elo 3 em relac¸a˜o ao elo 2, $C representa o movimento do elo
4 em relac¸a˜o ao elo 3 e $D representa o movimento do elo 1 em relac¸a˜o ao elo 4.
Os helico´ides $A, $B, $C e $D representam os pares cinema´ticos A, B, C e D respecti-
vamente. Considerando que o mecanismo esta´ referenciado no plano XY , os helico´ides $A,
$B, $C e $D possuem somente treˆs componentes, uma vez que V p, na˜o possui componente
na direc¸a˜o z, ou seja R.
Adicionalmente, a velocidade angular ω de qualquer elo do mecanismo na˜o possuem
as componentes L e M no plano XY . Portanto, para este mecanismo de quatro barras
no plano XY , as componentes do eixo helicoidal sa˜o somente N , P∗ e Q∗.
O mecanismo de quatro barras da forma como foi definido, caracteriza-se por uma
cadeia cinema´tica fechada. O movimento do elo 2 em relac¸a˜o ao elo 1 e´ representado
pelo helico´ide $A. O movimento do elo 3 em relac¸a˜o ao elo 1 e´ expresso por $A + $B. O
movimento do elo 4 em relac¸a˜o ao elo 1 e´ dado por $A + $B + $C e o movimento do elo 1
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em relac¸a˜o em relac¸a˜o a ele mesmo e´ dado por $A + $B + $C + $D.
O conexa˜o do par cinema´tico do elo 1 com ele mesmo forma a cadeia fechada e, para
cadeias fechadas, a lei de circulac¸a˜o de Davies, considerando o sentido do circuito indicado
pela figura 4.2 e´ dada por:
$A + $B + $C + $D = 0 (4.7)
onde 0 e´ o vetor zero com dimensa˜o (3 × 1) correspondente as dimenso˜es dos helico´ides
$A, $B, $C e $D.
De acordo com (4.2), esta equac¸a˜o pode ser reescrita como:
$ˆAq˙A + $ˆB q˙B + $ˆC q˙C + $ˆDq˙D = 0 (4.8)
onde :
• $ˆj representa a helico´ide normalizado de $j para j = A,B,C e D;
• q˙j representa a magnitude da velocidade (aˆngular neste caso) do helico´ide $j, para
j = A,B,C e D.
A expressa˜o 4.8 e´ conhecida como a equac¸a˜o de restric¸a˜o para um mecanismo de
quatro barras e, na forma matricial, pode ser escrita como:
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD
]


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D

 = 0 (4.9)
A ordem de um sistema helicoidal e´ dada pelas possibilidades de movimento de um
mecanismo. Esta ordem e´ designada por λ (TSAI, 2000)(CAMPOS, 2004).
Em geral, a equac¸a˜o de restric¸a˜o de um mecanismo representado por um sistema
helicoidal de movimentos de ordem λ e´ dada por:
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N(λ×Fb)q˙(Fb×1) = 0(λ×1) (4.10)
onde N e´ a matriz contendo os helico´ides normalizados os quais os sinais dependem da
orientac¸a˜o do circuito, q˙ e´ o vetor de magnitudes e Fb e´ a soma dos graus de liberdade
das juntas do mecanismo. (Fb =
∑
fi, onde fi e´ o grau de liberdade da iesima junta)
Para obter a cinema´tica do espac¸o de juntas, reescreve-se o vetor q˙ rearranjando-o
em duas partes : as magnitudes conhecidas, ou cadeia prima´ria q˙p e magnitudes desco-
nhecidas , ou cadeia secunda´ria q˙s, ou seja, q˙ =
[
q˙s
...q˙p
]T
. Rearranjando a matrix N(λ×Fb)
coerentemente com a divisa˜o de magnitudes, tem-se N(λ×Fb) =
[
Ns(λ×λ)
...Np(λ×FN )
]
que
resulta:
[
Ns(λ×λ)
...Np(λ×FN )
][
q˙s
q˙p
]
= 0(λ) (4.11)
onde a submatriz secunda´ria Ns corresponde a`s juntas secunda´rias e a submatriz prima´ria
Np corresponde a`s juntas prima´rias. A equac¸a˜o (4.11) pode ser escrita como:
Nsq˙s = −Npq˙p (4.12)
e a soluc¸a˜o cinema´tica para o espac¸o de juntas e´ dada por:
q˙s = −Ns−1Npq˙p (4.13)
O mecanismo de quatro barras na figura 4.2 e´ planar e possui quatro juntas, cada uma
com um grau de liberdade (fi=1). A soma dos graus de liberdade de todo o mecanismo
e´ 4, Fb=4. O mecanismo em si possui grau de liberdade FN = Fb-λ = 4 − 3 = 1. Seja
A um par atuado, portanto prima´ria, e B, C e D na˜o sa˜o atuados ou pares passivos
(secunda´rios). Neste caso, a magnitude da velocidade q˙A do par A e´ determinado por um
atuador externo e a magnitude das velocidades dos pares cinema´ticos passivos q˙B, q˙C e
q˙D, sa˜o func¸o˜es da magnitude q˙A.
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Rearranjando a equac¸a˜o 4.9, a submatriz prima´ria resulta Np =
[
$ˆA
]
e a submatriz
secunda´ria resulta em Ns =
[
$ˆB $ˆC $ˆD
]
. Se Ns e´ invers´ıvel, as magnitudes das
velocidades secunda´rias q˙s sa˜o calculadas por 4.13.
O me´todo de Davies constitui um caminho sistema´tico para expressar a taxa de
variac¸a˜o de juntas (velocidades) como func¸a˜o de juntas atuadas em cadeias cinema´ticas
fechadas.
4.3 Representac¸a˜o de cadeias cinema´ticas atrave´s de
grafos
Martins (2002) apresenta em seu trabalho uma ana´lise hiera´rquica aplicada a mani-
puladores. Neste trabalho e´ desenvolvido um estudo da aplicac¸a˜o da teoria de grafos na
representac¸a˜o de equac¸o˜es de restric¸o˜es em cadeia cinema´ticas de malha fechada. A re-
presentac¸a˜o tem, dentre outros objetivos, tornar mais clara a relac¸a˜o cinema´tica existente
em cadeias cinema´ticas fechadas e a equac¸a˜o de restric¸a˜o.
A teoria de grafos e´ uma teoria geral que pode ser aplicada em diversas a´reas de
conhecimento. Um detalhamento de sua aplicac¸a˜o em mecanismos pode ser encontrado,
por exemplo, em Tsai (2000) e suas refereˆncias.
Consideremos um par cinema´tico composto por dois elos Ei e Ei+1. O par cinema´tico
tem a velocidade relativa definida por um helico´ide R$j (junta j) em relac¸a˜o a um sistema
de coordenadas de refereˆncia R, como mostra a figura 4.3.
E i
referência
E
junta j
i+1
Figura 4.3: Elos Ei, Ei+1 e a junta j.
Consideremos tambe´m que a junta j representa o movimento relativo do elo Ei+1 em
relac¸a˜o ao elo Ei. Esta relac¸a˜o pode enta˜o ser representada na forma de um grafo como
mostra a figura 4.4
O direcionamento da aresta entre os ve´rtices, que identificam os elos, indica que a
junta provoca um movimento relativo da junta i+ 1 em relac¸a˜o ao elo i.
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j
Ei
Ei+1
Figura 4.4: Representac¸a˜o por grafo de um helico´ide entre dois elos.
Consideremos agora o seguinte exemplo, caso a junta j fac¸a parte de duas malhas,
onde o sentido de cada circuito e´ definido pela direc¸a˜o dos circuitos, circuito a e circuito
b mostrados na figura 4.5.
circuito b
E i
E i+1j
circuito a
Figura 4.5: Dois circuitos sobre a junta j.
Como pode ser visto na figura 4.5 o circuito a tem a mesma direc¸a˜o da junta j enquanto
o circuito b tem direc¸a˜o contra´ria. Isto implica que no somato´rio que compo˜e a equac¸a˜o
de restric¸a˜o do circuito a o helico´ide da junta j, R$j, tem sinal positivo, enquanto que
no somato´rio que compo˜e a equac¸a˜o de restric¸a˜o do circuito b o helico´ide R$j tem sinal
negativo.
Aplicando esta representac¸a˜o ao exemplo da equac¸a˜o de restric¸a˜o do mecanismo de
quatro barras tem-se o seguinte grafo apresentado na figura 4.6.
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Figura 4.6: Grafo de restric¸a˜o para o mecanismo de 4 barras.
Pode ser observado na figura 4.6 que o sentido do circuito e´ mesmo sentido das juntas
que compo˜em o mecanismo, assim a representac¸a˜o esta´ de acordo com a equac¸a˜o mostrada
em 4.8.
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Restringir cinematicamente consiste em impor ou restringir movimentos a uma cadeia
cinema´tica. Estas restric¸o˜es podem ser realizadas atrave´s de cadeias virtuais.
4.3.1 Definic¸a˜o de cadeias virtuais
Uma cadeia virtual consiste basicamente em uma ferramenta para monitorar ou para
impor movimentos numa cadeia cinema´tica.
O conceito e´ apresentado em Campos (2004) sendo citado em outros trabalhos mais
recentes (DAVIES, 2006). A cadeia virtual e´ uma cadeia cinema´tica composta de elos (elos
virtuais) e juntas (juntas virtuais) satisfazendo treˆs propriedades:
• E´ serial;
• Possui juntas as quais seus helico´ides normalizados sa˜o linearmente independentes;
• Na˜o altera a mobilidade da cadeia real quando colocada em paralelo.
Na sequeˆncia sa˜o apresentadas algumas cadeias virtuais mais utilizadas para obter e
impor movimentos em um plano e no espac¸o cartesiano.
4.3.2 A cadeia virtual PPR
A cadeia virtual PPR e´ composta por dois elos C1 e C2 conectados por duas juntas
prisma´ticas, onde ocorrem os movimentos nas direc¸o˜es x e y, e por uma junta rotativa,
onde ocorre o movimento na direc¸a˜o z. A figura 4.7 apresenta esta cadeia.
Os corpos R1 e R2 sa˜o os corpos reais aos quais a cadeia esta´ conectada.
Na cadeia PPR tem-se que:
• O helico´ide $px representa o movimento do par px (junta prisma´tica ao longo do
eixo x)
• O helico´ide $py representa o movimento do par py (junta prisma´tica ao longo do
eixo y);
• O helico´ide $rz representa o movimento do par rz (junta rotacional ao longo do eixo
z)
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Figura 4.7: Cadeia PPR ortogonal.
4.3.3 A cadeia virtual RPR
A cadeia virtual RPR e´ composta por dois corpos virtuais (C1 e C2) conectados por
uma junta prisma´tica. A conexa˜o do corpo C1 com o corpo real R1 e´ realizada atrave´s
da junta rotativa rz1; a conexa˜o do corpo C2 com o corpo real R2 e´ realizada atrave´s da
junta rotativa rz2. Ambas rz1 e rz2 teˆm seus movimentos na direc¸a˜o z.
2
2
R1
C1
C2
rz$
pr$
x
y
rz$
1
R
Figura 4.8: Cadeia RPR ortogonal.
Para a cadeia virtual RPR tem-se que:
• O helico´ide $rz1 representa a primeira rotac¸a˜o na direc¸a˜o z;
• O helico´ide $pr representa o movimento do par prisma´tico na direc¸a˜o x, y;
• O helico´ide $rz2 representa o segundo movimento rotativo na direc¸a˜o z
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4.3.4 A cadeia virtual 3P3R
Uma cadeia cinema´tica espacial que atende a`s caracter´ısticas de uma cadeia virtual e´
a cadeia 3P3R (CAMPOS, 2004).
A cadeia virtual 3P3R e´ constitu´ıda de treˆs juntas prisma´ticas, ortogonais entre si
nas direc¸o˜es x, y e z, seguido de treˆs juntas rotativas ortogonais, nas direc¸o˜es x, y e z.
Uma representac¸a˜o da cadeia 3P3R e´ apresentada figura 4.9.
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Figura 4.9: Cadeia virtual 3P3R tridimensional
Na cadeia 3P3R tem-se que:
• O helico´ide $px representa o movimento da junta px (junta prisma´tica ao longo do
eixo x);
• O helico´ide $py representa o movimento da junta py (junta prisma´tica ao longo do
eixo y);
• O helico´ide $pz representa o movimento da junta pz (junta prisma´tica ao longo do
eixo z);
• O helico´ide $rx representa o movimento da junta rx (junta rotacional ao longo do
eixo x);
• O helico´ide $ry representa o movimento da junta ry (junta rotacional ao longo do
eixo y) e;
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• O helico´ide $rz representa o movimento da junta rz (junta rotacional ao longo do
eixo z).
Outras cadeias planares ou espaciais podem ser definidas como cadeias virtuais desde
que atendidas as propriedades apresentadas. As cadeias virtuais acima foram apresentadas
por serem estas utilizadas neste trabalho.
4.3.5 O me´todo das restric¸o˜es cinema´ticas
O me´todo das restric¸o˜es cinema´ticas consiste em conectar ou fechar as cadeias cinema´-
ticas reais com cadeias virtuais e a partir destas cadeias fechadas impor ou monitorar os
movimentos da cadeia real.
Para apresentar o me´todo um exemplo sera´ desenvolvido, com intuito de tornar mais
claro os seus detalhes.
Seja um manipulador planar P3R, como mostrado a figura 4.10, composto por 5
elos e 4 juntas. Os elos sa˜o numerados de 0, na base, a 4, no efetuador. As juntas sa˜o
identificadas por letras de A a` D.
A junta A e´ prisma´tica e o helico´ide $A representa o movimento do elo 1 com relac¸a˜o
a` base. As demais treˆs juntas B, C e D sa˜o juntas rotativas com direc¸a˜o de movimento
em z.
1
D$$C
B$
$A
Manipulador P3R
0
y
xBase
4
3
2
Figura 4.10: Manipulador planar redundante
Com relac¸a˜o aos movimentos tem-se que:
• O movimento do elo 2 relativo ao elo 1 ocorre na junta B e e´ representado pelo
helico´ide $B;
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• O movimento do elo 3 relativo ao elo 2 ocorre na junta C e e´ representado pelo
helico´ide $C ;
• O movimento do elo 4 relativo ao elo 3 ocorre na junta D e e´ representado pelo
helico´ide $D.
Considere uma trajeto´ria desejada para o efetuador deste manipulador. As velocidades
deste deslocamento podem ser impostas por uma cadeia virtual, com o primeiro elo virtual
fixo a` base e o u´ltimo elo fixado ao efetuador.
Vai ser introduzida, neste caso uma cadeia PPR, a qual possibilita estudar os movi-
mentos lineares x e y do efetuador, bem como sua rotac¸a˜o em torno do eixo z. A inclusa˜o
da cadeia virtual torna fechada a cadeia cinema´tica que pode ser modelada utilizando o
me´todo de Davies. A figura 4.11 mostra a cadeia cinema´tica fechada resultante.
y Circuito 1
A$ $B
C$ $D
px$
py$
rz$
Manipulador P3R
5
0
0
Cadeia virtual PPR
1
2
3
4
Base
6
x
Figura 4.11: Cadeia cinema´tica fechada
onde $px representa o movimento relativo do elo 5 em relac¸a˜o ao elo 0, $py representa o
movimento relativo do elo 6 em relac¸a˜o ao elo 5 e $rz representa o movimento relativo do
elo 4 em relac¸a˜o ao elo 6.
De acordo com a direc¸a˜o do circuito e com a relac¸a˜o de movimentos das juntas tem-se
o grafo desta cadeia apresentado na figura a seguir.
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Figura 4.12: Grafo da cadeia cinema´tica P3R adicionada da cadeia virtual de gerac¸a˜o de
trajeto´ria.
Assim de acordo com a orientac¸a˜o do circuito indicada na figura 4.11, (tambe´m
mostrada na figura 4.12), o vetor N pode ser expresso por:
N =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD −$ˆrz −$ˆpx −$ˆpy
]
(4.14)
e o vetor de magnitudes e´ expresso por:
q˙ =
[
q˙A q˙B q˙C q˙D q˙rz q˙px q˙py
]T
(4.15)
Os helico´ides relativos a`s juntas px, py e rz tem sinal negativo por possuirem sentido
contra´rio ao sentido do circuito, como mostrou o grafo na figura 4.12.
Considerando que a cadeia virtual PPR impo˜e o movimento no efetuador, suas treˆs
juntas sa˜o escolhidas para compor o vetor prima´rio de juntas Np. Desta forma as juntas
do manipulador planar P3R va˜o compor o vetor de juntas secunda´rias Ns. Assim N sera´
dividida em:
• Np =
[
−$ˆrz −$ˆpx −$ˆpy
]
• Ns =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD
]
De uma maneira geral cada helico´ide unita´rio no plano tem as seguintes coordenadas
helicoidais:
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$ˆA =


0
PA
QA

 $ˆB =


1
PB
QB

 $ˆC =


1
PC
QC

 $ˆD =


1
PD
QD


$ˆrz =


1
Prz
Qrz

 $ˆpx =


0
Ppx
Qpx

 $ˆpy =


0
Ppy
Qpy


(4.16)
onde Pi representa a coordenada helicoidal x da junta i Qi representa a coordenada
helicoidal y da junta i.
As matrizes Np e Ns respectivamente resultam:
Np =


−1 0 0
−Prz −Ppx −Ppy
−Qrz −Qpx −Qpy


Ns =


0 1 1 1
PA PB PC PD
QA QB QC QD


(4.17)
Um resultado intermedia´rio que permite uma comparac¸a˜o e´ a obtenc¸a˜o do Jacobiano
da cinema´tica direta diferencial. Usando os resultados obtidos para as matrizes Np e Ns
pode ser obtido o Jacobiano da cinema´tica direta diferencial como mostra a equac¸a˜o a
seguir:
J = −Np−1Ns (4.18)
Este Jacobiano e´ similar ao obtido pelos me´todos cla´ssicos (TSAI, 1999)(SCIAVICCO;
SICILIANO, 1996). Os resultados sera˜o totalmente equivalentes se forem utilizados os
mesmos refereˆnciais para as posic¸o˜es de junta, ou seja, se a posic¸a˜o inicial e a direc¸a˜o de
deslocamento positiva das juntas forem definidas de maneira equivalente.
Assim para o exemplo do manipulador P3R o Jacobiano obtido tem a seguinte estru-
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tura mostrada na equac¸a˜o:
J =


0 1 1 1
Pa −L2s2 − L3s23 − L4s234 −L3s23 − L4s234 −L4s234
Qa L2c2 + L3c23 + L4c234 L3c23 + L4c234 L4c234

 (4.19)
onde L2, L3 e L4 sa˜o as dimenso˜es dos elos 2, 3 e 4 respectivamente; sij···, cij··· sa˜o o seno
e co− seno da soma de θi + θj + · · · ; θ2 e´ o aˆngulo de rotac¸a˜o da junta B, θ3 e´ o aˆngulo
de rotac¸a˜o da junta C, e θ4 e´ o aˆngulo de rotac¸a˜o da junta D.
O resultado apresentado acima mostra uma matriz Jacobiana retangular, ou seja, o
Jacobiano mapeia o espac¸o de juntas (n = 4) para o espac¸o cartesiano (r = 3). Por esse
motivo este manipulador possui um grau de redundaˆncia (n− r = 1).
Para resolver a cinema´tica inversa uma tarefa adicional precisa ser definida. A re-
dundaˆncia pode ser resolvida definindo uma estrate´gia para o evitamento de colisa˜o do
manipulador com um ponto posicionado dentro de sua a´rea de trabalho. Outras tarefas
podem ser definidas, pore´m considerando os objetivos deste trabalho a tarefa adicionada
sera´ de evitamento de colisa˜o.
Considere um ponto dentro do volume de trabalho do manipulador, fixo em relac¸a˜o
ao sistema de coordenadas da base deste manipulador. O evitamento de colisa˜o se da´
conectando-se uma cadeia virtual RPR entre o ponto de colisa˜o dentro do volume de
trabalho do manipulador e o ponto no manipulador cuja colisa˜o e´ iminente. A inclusa˜o
da cadeia virtual RPR resulta na estrutura cinema´tica apresentada na figura 4.13.
A cadeia RPR tem como base o sistema de coordenadas Oo definido pelos vetores
unita´rios xo e yo fixo no obsta´culo como mostra a figura 4.13.
O obsta´culo pode ser considerado neste caso uma extensa˜o do elo 0. O helico´ide $rz2
representa o movimento do elo 2 em relac¸a˜o ao elo 8, $pr representa o movimento do elo
8 em relac¸a˜o ao elo 7 e $rz1 representa o movimento do elo 7 em relac¸a˜o ao elo 0.
Na forma de um grafo tem-se a seguinte configurac¸a˜o mostrada na figura 4.14.
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Figura 4.13: Roboˆ planar P3R conectado com as cadeias virtuais PPR e RPR (para o
evitamento de colisa˜o).
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Figura 4.14: Representac¸a˜o da relac¸a˜o dos pares cinema´ticos para gerac¸a˜o de trajeto´ria
do roboˆ P3R.
De acordo com a orientac¸a˜o dos circuitos mostrado na figura 4.14 ( circuito 1 e circuito
2) e da orientac¸a˜o das juntas, a equac¸a˜o de restric¸a˜o e´ obtida pelo me´todo de Davies e e´
composta por duas equac¸o˜es dispostas em uma matriz, mostrada na equac¸a˜o abaixo:
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Nq˙ =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD 0 0 0 −$ˆrz −$ˆpx −$ˆpy
$ˆA $ˆB 0 0 −$ˆrz1 −$ˆpr −$ˆrz2 0 0 0
]


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D
q˙rz1
q˙pr
q˙rz2
q˙rz
q˙px
q˙py


= 0 (4.20)
A soluc¸a˜o cinema´tica e´ obtida atrave´s da realizac¸a˜o conjunta das tarefas de gerac¸a˜o
de trajeto´rias para o efetuador e pelo evitamento de colisa˜o.
O seguimento de trajeto´rias pelo efetuador e´ realizado ativando as juntas virtuais
identificadas pelos helico´ides $px, $py e $rz, que representam as velocidades da trajeto´ria
desejada. Desta maneira estas juntas passam a pertencer a` matriz de juntas prima´rias
(Np).
O evitamento de colisa˜o e´ executado acionando a junta pr, que impede e afasta o
manipulador do ponto de colisa˜o. Assim o helico´ide $pr tambe´m fara´ parte da matriz
prima´ria. Consequentemente as demais juntas da cadeia virtual de evitamento de colisa˜o
representadas pelos helico´ides $rz1 e $rz2 fara˜o parte da matriz secunda´ria.
Definidas as juntas prima´rias, as juntas A, B, C e D , representadas pelos helico´ides
$A, $B, $C e $D sa˜o parte da matriz secunda´ria.
Separando a matriz de equac¸o˜es N nas parcelas prima´rias, secunda´rias tem-se a
equac¸a˜o abaixo:
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Nq˙ =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD 0 0
$ˆA $ˆB 0 0 −$ˆrz1 −$ˆrz2
]


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D
q˙rz1
q˙rz2


+
[
0 −$ˆrz −$ˆpx −$ˆpy
−$ˆpr 0 0 0
]


q˙pr
q˙rz
q˙px
q˙py

 = Nsq˙s +Npq˙p = 0
(4.21)
A matriz Ns tem dimensa˜o resultante 6× 6, o que permite sua inversa˜o e ca´lculo das
magnitudes de velocidades nas juntas A, B, C e D.
4.4 Aplicac¸a˜o das restric¸o˜es cinema´ticas em um
problema tridimensional
O manipulador desenvolvido no projeto Roboturb deve operar em um ambiente confi-
nado cuja imineˆncia de colisa˜o e´ constante. A imineˆncia de colisa˜o implica que o manipu-
lador deve possuir uma maior flexibilidade de movimentos, de maneira que seja poss´ıvel
realizar as tarefas a que se destina, ou seja, a medic¸a˜o da superf´ıcie e a soldagem auto-
matizada (SIMAS et al., 2001), adicionalmente a` uma estrate´gia de evitamento de colisa˜o
com as superf´ıcies dentro de seu volume de trabaho. A figura 4.15 mostra o manipulador
Roboturb em seu ambiente de operac¸a˜o, montado no canal de um rotor de uma turbina
hidra´ulica.
Um estudo foi realizado e foi definido que o manipulador Roboturb deveria ser cadeia
aberta e possuir 7 juntas (GUENTHER et al., 2000). Considerando que o espac¸o de
trabalho em que o manipulador estara´ inserido possui ordem 6, o manipulador Roboturb
se caracteriza como um manipulador redundante com grau de redundaˆncia n− r = 1.
O manipulador Roboturb e´ composto de uma junta prisma´tica, identificada como um
trilho, e mais 6 juntas rotativas, sendo que as treˆs u´ltimas compo˜em um punho esfe´rico.
A figura 4.16 apresenta o esquema de concepc¸a˜o do roboˆ e suas dimenso˜es principais.
onde:
4.4 Aplicac¸a˜o das restric¸o˜es cinema´ticas em um problema tridimensional 84
100 200 300 400 500 600 700 800
100
200
300
400
500
600
Figura 4.15: Manipulador Roboturb no canal do rotor de uma turbina hidra´ulica
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Figura 4.16: Identificac¸a˜o dos elos e localizac¸a˜o dos helico´ides do manipulador Roboturb
a partir uma visa˜o superior (a) e frontal (b)
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• a1 = 150mm, a2 = a3 = 300mm e d4 = 89mm;
• A junta 1 identificada pelo helico´ide $1 representa o realizado pelo trilho, ou seja, o
movimento de translac¸a˜o do ”carro”(corpo 1) com relac¸a˜o a` base (corpo 0)
• A junta 2 identificada pelo helico´ide $2 representa o movimento rotativo do ”om-
bro”(corpo 2) com relac¸a˜o ao ”carro”;
• A junta 3 identificada pelo helico´ide $3 representa o movimento rotativo do corpo
3, de comprimento a1, com relac¸a˜o ao ”ombro”;
• junta 4 identificada pelo helico´ide $4 representa o movimento rotativo do ”cotovelo”
(corpo 4) com relac¸a˜o ao corpo 3.
• As juntas 5, 6 e 7 sa˜o rotativas e compo˜em um punho esfe´rico no ponto de cruzamento
dos eixos helicoidais das juntas 5, 6 e 7.
Para impor as trajeto´rias do efetuador, uma cadeia virtual adequada deve ser definida.
Considerando que as trajeto´rias sa˜o definidas por coordenadas cartesianas de posic¸a˜o e
orientac¸a˜o, nas direc¸o˜es x, y e z, uma cadeia virtual do tipo 3P3R (mostrada na figura
4.9) pode ser utilizada para representa´-las. Neste caso, as treˆs primeiras juntas prisma´ti-
cas determinam as posic¸o˜es desejadas e as treˆs u´ltimas juntas rotativas determinam as
rotac¸o˜es desejadas. Para tanto a base da cadeia virtual de trajeto´ria e´ fixada na base do
manipulador Roboturb e o u´ltimo corpo da cadeia 3P3R e´ fixado ao efetuador.
O cotovelo, representado na figura 4.17, e´ a parte do manipulador que possui a maior
possibilidade de colisa˜o com as superf´ıcies que delimitam o volume de trabalho.
Consideremos uma superf´ıcie plana P definida como plano de colisa˜o P , a qual deseja-
se evitar que o cotovelo venha a colidir. O plano P pode ser parametrizado a partir de uma
posic¸a˜o e orientac¸a˜o fixa (QIULIN; DAVIES, 1987) em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas
da base do manipulador Roboturb.
A figura 4.17 apresenta de uma forma simplificada o manipulador Roboturb em relac¸a˜o
ao plano P de colisa˜o.
Para realizac¸a˜o do evitamento de colisa˜o entre o cotovelo e o plano P , uma nova cadeia
virtual 3P3R tambe´m pode ser utilizada.
A base da cadeia virtual 3P3R de evitamento de colisa˜o e´ fixada no ponto sobre o
plano de menor distaˆncia com relac¸a˜o ao cotovelo do manipulador Roboturb. As juntas
4.4 Aplicac¸a˜o das restric¸o˜es cinema´ticas em um problema tridimensional 86
100 200 300 400 500 600
50
100
150
200
250
300
350
400
450
Plano de
colisão
x
z
y
$
$
$
$
$
$
$
1
2
3
5
4
6
7
cotovelo
a
a
a
d
1
2
3
4
Figura 4.17: Representac¸a˜o da relac¸a˜o espacial entre o manipulador Roboturb e o plano
de colisa˜o
pxc e pyc sa˜o posicionadas nas direc¸o˜es paralelas ao plano P , assim, o acionamento da
junta pzc e´ suficiente para evitar que o cotovelo venha se aproximar ou colidir com o plano
P , uma vez que esta junta estara´ alinhada com a normal ao plano.
Considerando uma cadeia virtual 3P3R para gerac¸a˜o de trajeto´ria e uma cadeia virtual
3P3R para o evitamento de colisa˜o tem-se o grafo dos circuitos das cadeias cinema´ticas
fechada mostrado na figura 4.18
No circuito 1, mostrado na figura 4.18 tem-se que:
• Os elos enumerados de 1 · · ·7 e as juntas enumeradas de 1 · · ·7 fazem parte do
manipulador Roboturb como apresentado na figura 4.16;
• Os elos identificados por v1 · · · v5, e as juntas identificadas por px, py. pz, rx, ry e
rz fazem parte da cadeia virtual 3P3R;
No circuito 2 tem-se a cadeia 3P3R para evitamento de colisa˜o constitu´ıda dos
seguintes helico´ides:
• $pxc que representa o movimento prisma´tico na direc¸a˜o x;
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Figura 4.18: Representac¸a˜o da relac¸a˜o entre os pares cinema´ticos e a direc¸a˜o do circuito
em cada malha
• $pyc que representa o movimento prisma´tico na direc¸a˜o y;
• $pzc que representa o movimento prisma´tico na direc¸a˜o z;
• $rxc que representa o movimento rotativo na direc¸a˜o x;
• $ryc que representa o movimento rotativo na direc¸a˜o y;
• $rzc que representa o movimento rotativo na direc¸a˜o z.
Na cadeia virtual de colisa˜o os elos sa˜o identificados na sequeˆncia vc1 · · · vc5.
Para realizar uma trajeto´ria especificada e´ necessa´rio que as juntas que compo˜em
a cadeia virtual 3P3R de trajeto´ria sejam ativadas, portanto os helico´ides desta cadeia
fazem parte da matriz prima´ria.
O evitamento de colisa˜o e´ realizado impondo velocidades na junta pzc, assim o helico´ide
$pzc, fara´ parte da matriz prima´ria Np.
As juntas 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, pertencentes ao manipulador Roboturb, e as juntas pxc,
pyc, rxc, ryc e rzc sera˜o secunda´rias e portanto seus respectivos helico´ides fara˜o parte da
matriz secunda´ria Ns,
De acordo com a direc¸a˜o definida para cada circuito, mostrado na figura 4.18, e da
definic¸a˜o das juntas prima´rias e secunda´rias, tem-se a equac¸a˜o de restric¸a˜o mostrada em
4.22
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Nsq˙s +Npq˙p =
[
$ˆ1 $ˆ2 $ˆ3 $ˆ4 $ˆ5 $ˆ6 $ˆ7 0 0 0 0 0
$ˆ1 $ˆ2 $ˆ3 0 0 0 0 −$ˆpxc −$ˆpyc −$ˆrxc −$ˆryc −$ˆrzc
]


q˙1
q˙2
q˙3
q˙4
q˙5
q˙6
q˙7
q˙pxc
q˙pyc
q˙rxc
q˙ryc
q˙rzc


+
[
0 −$ˆpx −$ˆpy −$ˆpz −$ˆrx −$ˆry −$ˆrz
−$ˆpzc 0 0 0 0 0 0
]


q˙pzc
q˙px
q˙py
q˙pz
q˙rx
q˙ry
q˙rz


= 0
(4.22)
De acordo com a equac¸a˜o 4.13, para obtenc¸a˜o das velocidades das juntas secunda´rias
e´ necessa´rio inverter a matriz Ns. No espac¸o tridimensional os helico´ides tem dimensa˜o
6 × 1 (TSAI, 1999) o que garante que matriz Ns seja quadrada, e que portanto possua
inversa.
4.5 Conclusa˜o
As cadeias virtuais em conjunto com o me´todo de Davies mostraram-se como uma
possibilidade de soluc¸a˜o para a cinema´tica inversa diferencial de roboˆs redundantes (CAM-
POS, 2004). O me´todo na˜o apresenta o problema dimensional caracter´ıstico dos me´todos
baseados na pseudoinversa.
Este cap´ıtulo mostrou que o me´todo apresentado e´ consistente e pode ser sistemati-
zado.
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Foi mostrado que a sistematizac¸a˜o utilizando os grafos, facilita o entendimento das
malhas que compo˜em a cadeia cinema´tica fechada.
O pro´ximo cap´ıtulo apresenta um estudo comparativo entre o me´todo apresentado
neste cap´ıtulo que utilizou-se das cadeias virtuais em conjunto com o me´todo de Davies e
o me´todo do Jacobiano estendido. Na ana´lise e´ comprovado que o me´todo das restric¸o˜es
cinema´ticas e´ equivalente ao me´todo do Jacobiano estendido.
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5 O Jacobiano estendido a partir
de restric¸o˜es cinema´ticas
A discussa˜o apresentada no cap´ıtulo 3 mostrou que o me´todo do Jacobiano estendido
possibilita a soluc¸a˜o da cinema´tica inversa de roboˆs redundantes mediante o acre´scimo de
restric¸o˜es adicionais a` matriz do Jacobiano. Estas restric¸o˜es podem introduzir singulari-
dades algor´ıtmicas na cinema´tica (MARTINS, 2002)(ANTONELLI, 2003).
O cap´ıtulo 4 apresentou um me´todo baseado em restric¸o˜es cinema´ticas. O me´todo
apresentado e´ baseado na utilizac¸a˜o de cadeias virtuais associado ao me´todo de Davies.
Este cap´ıtulo apresenta um estudo para mostrar que o me´todo das restric¸o˜es cinema´-
ticas e´ equivalente ao me´todo do Jacobiano estendido.
Ao final um estudo das singularidades mostra que o Jacobiano estendido proposto na˜o
introduz singularidades algor´ıtmicas como os me´todos cla´ssicos apresentados no cap´ıtulo
3.
5.1 Uma metodologia de eliminac¸a˜o de juntas
passivas
Quando utilizado o me´todo das restric¸o˜es cinema´ticas pode acontecer que a matriz
Ns contenha helico´ides de juntas virtuais. Os helico´ides das juntas virtuais aumentam o
esforc¸o nume´rico para inverter a matriz Ns e os resultados para as velocidades das juntas
virtuais na˜o sa˜o reutilizados.
Para tornar mais simples a inversa˜o deNs e´ interessante eliminar da matriz secunda´ria,
os helico´ides das juntas virtuais.
Apresenta-se a seguir uma metodologia de eliminac¸a˜o de juntas passivas baseada no
conceito da matriz aniquiladora (CAMPOS, 2004).
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O conceito de matriz aniquiladora apresentado em Campos (2004) para manipuladores
paralelos e´ discutido com mais detalhes a seguir, utilizando o exemplo desenvolvido no
cap´ıtulo 4. Usando o manipulador planar P3R redundante composto pelos elos 1 (base),
2, 3, 4 e 5 e as cadeias virtuais de trajeto´ria e de evitamento de colisa˜o, mostrado na figura
4.13, vai ser demonstrado que e´ poss´ıvel eliminar do equacionamento as juntas virtuais
da matriz secunda´ria tornando-a equivalente ao Jacobiano estendido.
Utilizando o me´todo de Davies foram obtidas as matrizes Np e Ns.
Nq˙ =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD 0 0
$ˆA $ˆB 0 0 −$ˆrz1 −$ˆrz2
]


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D
q˙rz1
q˙rz2


+
[
0 −$ˆrz −$ˆpx −$ˆpy
−$ˆpr 0 0 0
]


q˙pr
q˙rz
q˙px
q˙py

 = Nsq˙s +Npq˙p = 0
(5.1)
O manipulador possui quatro juntas, A, B, C e D, cujos helico´ides fazem parte da
matriz secunda´ria juntamente com os helico´ides das juntas rz1 e rz2. As velocidades das
juntas rz1 e rz2 na˜o sa˜o necessa´rias para calcular a posic¸a˜o do manipulador, portanto, e´
u´til elimina´-las da matriz secunda´ria.
Uma segunda partic¸a˜o pode ser feita na matriz secunda´ria como segue:
Nsq˙s =
[
$ˆA $ˆB $ˆC $ˆD
$ˆA $ˆB 0 0
]


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D

+
[
0 0
−$ˆrz1 −$ˆrz2
][
q˙rz1
q˙rz2
]
= (5.2)
Nsaq˙sa +Nspq˙sp
onde Nsa corresponde aos helico´ides das juntas de interesse (aqui denominadas ativas) e
Nsp corresponde aos helico´ides das juntas as quais na˜o se tem interesse (aqui denominadas
passivas).
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As juntas passivas sa˜o eliminadas utilizando uma matriz aniquiladora K que possui a
seguinte estrutura:
K =
[
Ir×r 0
0 refWNsp(n−r)×d
]
(5.3)
onde refWNsp , cuja dimensa˜o e´ (n − r) × d, e´ um conjunto de helico´ides rec´ıprocos da
matriz secunda´ria passiva (CAMPOS, 2004)(MARTINS, 2002).
Os helico´ides rec´ıprocos representam um conjunto de forc¸as e torques externos que
na˜o geram movimento nas juntas secunda´rias passivas. Assim pre´-multiplicando Nsp por
K tem-se:
KNsp = 0 (5.4)
Portanto, para manter a igualdade e´ necessa´rio que a equac¸a˜o 5.1 seja reescrita levando
em conta a equac¸a˜o 5.2 como segue:
KNpq˙p +KNsaq˙sa +KNspq˙sp = 0 (5.5)
Pela igualdade da equac¸a˜o 5.4 tem-se que:
KNpq˙p +KNsaq˙sa = 0 (5.6)
As velocidades das juntas prima´rias sa˜o obtidas enta˜o por:
q˙p = −(KNp)−1KNsaq˙sa (5.7)
Assim empregando a definic¸a˜o usual do Jacobiano (equac¸a˜o 3.4) resulta:
J = −(KNp)−1KNsa (5.8)
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Considerando a expressa˜o 3.4 conclui-se que em 5.7 o vetor q˙p representa as magnitudes
das velocidades do efetuador acrescidas das magnitudes das velocidades das juntas virtuais
acionadas e q˙sa representa as magnitudes das velocidades das juntas ativas do manipulador
P3R.
5.2 Aplicac¸a˜o do me´todo
Para avaliar a metodologia de eliminac¸a˜o das juntas passivas, um exemplo foi desen-
volvido para o manipulador P3R.
Consideremos o problema de gerac¸a˜o de trajeto´ria e evitamento de colisa˜o para o
manipulador P3R apresentado na cap´ıtulo anterior e mostrado na figura 4.13.
Tomando como sistema de coordenadas de refereˆncia o sistema de coordenadas Or,
sa˜o obtidos os helico´ides normalizadas para cada junta do manipulador P3R e para cada
junta da cadeia virtual de gerac¸a˜o de trajeto´ria do efetuador como segue:
$ˆA =


0
Pa
Qa

 ; $ˆB =


1
LaQa
−LaPa

 ; $ˆC =


1
LaQa + L2s2
−LaPa − L2c2

 ; $ˆD =


1
xd
yd

 ;
$ˆrz =


1
xe
ye

 ; $ˆpx =


0
1
0

 ; $ˆpy =


0
0
1


(5.9)
onde:
• Pa e Qa definem a direc¸a˜o da junta prisma´tica A;
• La representa o deslocamento da junta prisma´tica A;
• L2, L3 e L4 sa˜o os comprimentos dos elos 2, 3 e 4;
• si representa o sen(θi); ci representa o cos(θi);
• sij representa o sen(θi + θj); cij representa o cos(θi + θj);
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• θ2, θ3 e θ4 sa˜o os aˆngulos de junta do roboˆ real;
• As grandezas xd e yd sa˜o dadas por: xd = LaQa + L2s2 + L3s23 e yd = −LaPa −
L2c2−L3c23 e as grandezas xe e ye sa˜o dadas por: xe = LaPa+L2c2+L3c23+L4c234
e ye = LaQa + L2s2 + L3s23 + L4s234.
Com relac¸a˜o aos helico´ides da cadeia virtual de evitamento de colisa˜o tem-se as coor-
denadas normalizadas em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas Or dadas como:
$ˆrz1 =


1
py
−px

 $ˆpr =


0
crz1p1
srz1p1

 $ˆrz2 =


1
py + Lrsrz1p1
−px − Lrcrz1p1

 (5.10)
onde:
• px, py e pz e´ a posic¸a˜o da origem do sistema de coordenadas da base da cadeia
virtual (Ov) de evitamento de colisa˜o com relac¸a˜o ao sistema de coordenadas base
do manipulador P3R (Or);
• θp1 e´ o aˆngulo de rotac¸a˜o entre os sistemas tomado na direc¸a˜o z em relac¸a˜o ao
sistema de coordenadas da base;
• θrz1, θrz2 sa˜o os aˆngulos das juntas rotativas da cadeia virtual RPR e Lr representa
o deslocamento da junta prisma´tica Pr da cadeia RPR.
Com objetivo de simplificar o desenvolvimento a seguir, o aˆngulo θp1 sera´ considerado
igual a zero. Esta condic¸a˜o determina que o sistema de coordenadas da cadeia virtual de
evitamento de colisa˜o Ov sera´ paralelo ao sistema de coordenadas da base Or.
Substituindo as coordenadas de $ˆrz1 e $ˆrz2 na matriz Nsp tem-se que:
Nsp =


0 0
0 0
0 0
−1 −1
−py −py − Lrsrz1
px px + Lrcrz1


(5.11)
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Campos (2004) desenvolve uma metodologia sistema´tica para obtenc¸a˜o da matriz
aniquiladora. Utilizando o procedimento e´ obtida uma matriz aniquiladora de Nsp como:
K =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 Lr(pxsrz1 − pycrz1) Lrcrz1 Lrsrz1

 (5.12)
Com isso resulta KNsp = 0. Aplicando a matriz obtida em 5.12 na equac¸a˜o 5.6, tem-se
como resultado para as matrizes KNp e KNsa:
KNsa =


0 1 1 1
Pa LaQa LaQa + L1s2 xd
Qa −LaPa −LaPa − L1c2 yd
x3 x4 0 0


KNp =


−1 0 0 0
−xe −1 0 0
−ye 0 −1 0
0 0 0 −Lr


(5.13)
onde x3 = Lr(Pacrz1 +Qasrz1) e x4 = −Lr((py − LaQa)crz1 − (px − LaPa)srz1).
Analisando a estrutura cinema´tica da figura 4.13 e´ poss´ıvel obter as igualdades a
seguir, que auxiliam na simplificac¸a˜o das equac¸o˜es obtidas. Assim:
px = LaPa + L2c2 − Lrcrz1 (5.14)
py = LaQa + L2s2 − Lrsrz1
A matriz Jacobiana e´ enta˜o obtida pela equac¸a˜o 5.8 como mostra a equac¸a˜o 5.15.
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J =


0 1 1 1
Pa −L2s2 − L3s23 − L4s234 −L3s23 − L4s234 −L4s234
Qa L2c2 + L3c23 + L4c234 L3c23 + L4c234 L4s234
Pacrz1 +Qasrz1 L1srz1−2 0 0

 (5.15)
e os vetores v e q˙ dados por:
v =


q˙rz
q˙px
q˙py
q˙pr


q˙ =


q˙A
q˙B
q˙C
q˙D


(5.16)
Comparando o Jacobiano da equac¸a˜o 5.15 com o Jacobiano obtido na equac¸a˜o 4.19,
demonstra-se que a u´ltima linha em 5.15 e´ a linha adicional que o caracteriza como
um Jacobiano estendido. Esta linha relaciona o vetor de velocidades de junta q˙ com a
velocidade da junta virtual acionada pr.
5.3 Propriedades
A matriz do Jacobiano estendido obtida na sec¸a˜o anterior, permite que sejam estu-
dadas algumas propriedades da estrutura cinema´tica.
Esta sec¸a˜o discutira´ as singularidades introduzidas pelas cadeias virtuais, explorando
a relac¸a˜o existente entre os resultados obtidos matematicamente, atrave´s do determinante
do Jacobiano e a configurac¸a˜o real das juntas.
Inicialmente as singularidades do manipulador redundante P3R sa˜o discutidas, utili-
zando-se para esta ana´lise a metodologia apresentada em Nokleky-Podhorodeski (2001).
O me´todo proposto e´ apresentado em anexo (B) onde e´ desenvolvido como exemplo o
manipulador P3R utilizado neste desenvolvimento.
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5.3.1 A singularidade do manipulador redundante P3R
Utilizando a metodologia proposta por Nokleky-Podhorodeski (2001), e´ observado que
a condic¸a˜o singular e´ alcanc¸ada quando ocorrem duas condic¸o˜es:
• θ3=±k1π (k1 = 0, 1, 2, · · · );
• o aˆngulo θa e´ igual a −θ2, desta maneira o aˆngulo formado entre a junta prisma´tica
A e o elo 3 tem magnitude igual a ±(2k2 + 1)pi2 (k2 = 0, 1, 2, · · · ).
Fazendo k1 = 0 e k2 = 0 tem-se a configurac¸a˜o mostrada na figura 5.1.
6
2
pi
$C
B$
$A
$px
$py
$ rz
$D
−θ2
aθ
y
x
0
1
2
3
4
5
Figura 5.1: Condic¸a˜o singular do roboˆ redundante.
Pela figura 5.1, e´ poss´ıvel observar que velocidades comandadas na direc¸a˜o perpendi-
cular a` junta prisma´tica A na˜o podem ser executadas. Assim limitam-se as possibilidades
de movimento, o que indica uma condic¸a˜o singular.
A seguir, com base no determinante da matriz do Jacobiano estendido apresentado na
equac¸a˜o 5.15. sa˜o analisadas as singularidades impostas pela cadeia virtual de evitamento
de colisa˜o.
5.3.2 As singularidades do roboˆ P3R com as restric¸o˜es
cinema´ticas de colisa˜o
Calculando-se o determinante do Jacobiano estendido, DJ , tem-se que:
DJ = −L2L3(Pac2 +Qas2)sen(θrz1 − θ2 − θ3) (5.17)
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Analisando o DJ observa-se que a condic¸a˜o singular e´ alcanc¸ada em duas condic¸o˜es
distintas.
Considerando que L2 e L1 sa˜o constantes diferentes de zero, DJ e´ zero somente se
uma das condic¸o˜es abaixo for alcanc¸ada:
• Pac2 +Qas2 = 0;
• srz1−2−3 = 0
Da primeira condic¸a˜o tem-se que:
Pa
Qa
= −s2
c2
(5.18)
ou seja, geometricamente, o aˆngulo formado entre o vetor direc¸a˜o da junta prisma´tica
A do roboˆ real e o elo 3 e´ igual a ±(2k + 1)pi
2
com k = 0, 1, 2, · · · . Esta condic¸a˜o esta´
mostrada na figura 5.2.
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Figura 5.2: 1a condic¸a˜o de singularidade
O aˆngulo formado pela junta prisma´tica A tem seu complemento para o aˆngulo pi
2
dado
por θa, o qual pela equac¸a˜o 5.18 deve ser igual a −θ2. Por esta igualdade, a singularidade
existe se a direc¸a˜o da junta A for perpendicular ao elo 3.
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Pode-se observar que mantendo o par prisma´tico $pr fixo numa determinada posic¸a˜o,
evitando uma colisa˜o por exemplo, o roboˆ na˜o podera´ movimentar-se, pois qualquer deslo-
camento que incida em movimento da junta virtual rz1 na˜o incidira´ em movimentos nas
juntas A e B.
Outro aspecto importante e´ que esta singularidade e´ um caso mais geral da singula-
ridade do manipulador redundante apresentada na figura 5.1, pois esta condic¸a˜o singular
aplica-se para qualquer valor para o aˆngulo θ3 na junta C e θ4 na junta D.
Aplicando a condic¸a˜o de singularidade mostrada na figura 5.2 a` matriz Jacobiana
tem-se o seguinte resultado:
J =


0 1 1 1
−s2 −L2s2 − L3s23 − L4s234 −L3s23 − L4s234 −L4s234
c2 L2c2 + L3c23 + L4c234 L3c23 + L4c234 L4s234
srz1−2 L2srz1−2 0 0

 (5.19)
Nota-se que a coluna 2 de J pode ser obtida pela soma da coluna 1 multiplicada por
L2 e a coluna 3. Portanto o Jacobiano e´ linearmente dependente.
Da segunda condic¸a˜o tem-se que:
qrz1 = q2 + q3 + kπ, k = 0, 1, 2, · · · (5.20)
Considerando a condic¸a˜o em que k = 0, tem-se a configurac¸a˜o cinema´tica resultante
na figura 5.3.
Esta configurac¸a˜o determina uma condic¸a˜o de paralelismo entre o elo 4 e a junta
prisma´tica pr. Observa-se pela figura 5.3 que na˜o existe possibilidade de realizac¸a˜o de
movimento na direc¸a˜o da junta pr se esta estiver travada, tambe´m para um exemplo de
evitamento de colisa˜o.
Nesta condic¸a˜o a matriz Jacobiana tem a seguinte configurac¸a˜o:
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1
A
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Figura 5.3: 2a condic¸a˜o de singularidade
J =


0 1 1 1
Pa −L2s2 − L3s23 − L4s234 −L3s23 − L4s234 −L4s234
Qa L2c2 + L3c23 + L4c234 L3c23 + L4c234 L4s234
Pac23 +Qas23 L2s3 0 0

 (5.21)
O Jacobiano da equac¸a˜o 5.21 apresenta uma condic¸a˜o de dependeˆncia pelo fato da
linha 4 ser igual a` soma do produto da linha 1 por s3, da linha 2 por c23 e da linha 3 por
s23.
Estes resultados mostraram que a introduc¸a˜o das restric¸o˜es cinema´ticas para evitar
coliso˜es introduz duas singularidades adicionais a` cinema´tica do manipulador redundante.
Assim, o me´todo do Jacobiano estendido a partir de restric¸o˜es cinema´ticas tambe´m intro-
duz singularidades algor´ıtmicas.
Estas singularidades algor´ıtmicas sa˜o ocasionadas pelas restric¸o˜es ao movimento e
ocorrem nas configurac¸o˜es da cadeia cinema´tica em que existem incompatibilidades entre
os movimentos impostos ao efetuador e as outras restric¸o˜es.
No exemplo esta incompatibilidade ocorre em situac¸o˜es nas quais a trajeto´ria imposta
ao efetuador na˜o pode ser realizada sem que haja colisa˜o.
Cabe ressaltar que neste me´todo as singularidades teˆm um significado cinema´tico claro
que pode ser utilizado no desenvolvimento de me´todos para evita´-las
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5.4 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foi apresentada uma maneira diferenciada e sistematizada de obtenc¸a˜o
da matriz Jacobiana estendida.
A metodologia proposta buscou mostrar que existe uma representac¸a˜o para o Ja-
cobiano estendido a partir da representac¸a˜o cinema´tica obtida pelo me´todo das cadeias
virtuais.
Foi desenvolvido um exemplo que ilustrou a proposta. Neste exemplo foi modelada a
cinema´tica resolvendo a redundaˆncia pela inclusa˜o de uma tarefa de evitamento de colisa˜o
de uma junta do roboˆ com um obsta´culo pontual.
Na ana´lise do determinante do Jacobiano estendido obtido, foi mostrado que outras
singularidades ocorrem. Estas singularidades refletem condic¸o˜es de incompatibilidades
entre a tarefa definida para o efetuador e para o evitamento de colisa˜o.
O pro´ximo passo e´ a realizac¸a˜o da integrac¸a˜o da cinema´tica diferencial com intuito de
calcular as posic¸o˜es de junta da cadeia fechada. Considerando a complexidade do modelo
diferencial, a soluc¸a˜o para encontrar a cinema´tica de posic¸a˜o mais adequada e´ baseada
em soluc¸o˜es nume´ricas.
O pro´ximo cap´ıtulo trata do assunto da soluc¸a˜o nume´rica para a cinema´tica inversa
de posic¸a˜o, onde e´ apresentada uma nova proposta baseada na inclusa˜o de cadeias virtuais
de medic¸a˜o do erro.
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6 Integrac¸a˜o da cinema´tica
diferencial para manipuladores
de cadeia fechada
O Jacobiano pode ser utilizada para obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa diferencial a
partir de sua inversa. Como resultado se obte´m as velocidades nas juntas de interesse
(juntas secunda´rias) como func¸a˜o das velocidades desejadas (juntas prima´rias).
As posic¸o˜es das juntas secunda´rias sa˜o obtidas enta˜o, integrando em relac¸a˜o ao tempo
as velocidades destas juntas. Em geral esta integrac¸a˜o na˜o e´ poss´ıvel de ser realizada ana-
liticamente, por conta da complexidade da matriz do Jacobiano. Neste caso
utilizam-se de me´todos nume´ricos para calcular as posic¸o˜es de juntas.
Os me´todos nume´ricos de integrac¸a˜o sa˜o baseados em aproximac¸o˜es, e por conta disso,
surge um fenoˆmeno chamado de drift (escorregamento) na soluc¸a˜o. Como consequeˆncia,
na integrac¸a˜o da cinema´tica diferencial, erros sa˜o gerados no posicionamento do efetuador,
por isso, os resultados obtidos na˜o estara˜o de acordo com a localizac¸a˜o desejada para o
efetuador.
Quando consideramos manipuladores de cadeia fechada o fenoˆmeno do escorregamento
e´ mais cr´ıtico, uma vez que os erros gerados implicam que estruturalmente a cadeia cine-
ma´tica devera´ se abrir, ou ocorrera´ a gerac¸a˜o de torques excessivos nas juntas. O me´todo
das restric¸o˜es cinema´ticas apresentado esta´ suscept´ıvel a este problema, uma vez que as
cadeias cinema´ticas devem ser fechadas pela inclusa˜o de juntas virtuais, para obtenc¸a˜o do
modelo da cinema´tica diferencial.
Para resolver e tratar este problema, um novo me´todo de integrac¸a˜o e´ apresentado
neste cap´ıtulo. Na discussa˜o do me´todo sa˜o tratadas a metodologia de aplicac¸a˜o do
me´todo assim como suas propriedades.
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6.1 Ana´lise do problema
De forma geral, em uma cadeia cinema´tica fechada nem todas juntas podem ser con-
troladas independentemente, ou seja, algumas destas juntas sa˜o atuadas, enquanto outras
permanecem passivas.
O cap´ıtulo 4 tratou deste assunto desenvolvendo o me´todo das restric¸o˜es cinema´ticas,
onde foi definido que as juntas atuadas sa˜o chamadas de juntas prima´rias, enquanto que
as juntas passivas sa˜o chamadas de juntas secunda´rias.
Sejam as juntas prima´rias denotadas por um vetor qp e as juntas secunda´rias denotadas
por um vetor qs. Enta˜o, a restric¸a˜o cinema´tica imposta pelo conjunto de juntas e elos
da cadeia fechada pode ser escrita de uma forma geral como mostra a equac¸a˜o 6.1(TSAI,
1999).
f(qp, qs) = 0 (6.1)
onde :
• f e´ uma func¸a˜o dos vetores qp e qs, n-dimensional e impl´ıcita;
• 0 e´ um vetor n-dimensional (n e´ o nu´mero de juntas da cadeia cinema´tica fechada).
A equac¸a˜o 6.1 e´ algumas vezes referida como equac¸a˜o de fechamento. Diferenciando
a equac¸a˜o 6.1 com relac¸a˜o ao tempo, obte´m-se a relac¸a˜o entre as velocidades das juntas
prima´rias (q˙p) e as velocidades das juntas secunda´rias (q˙s) como mostra a equac¸a˜o 6.2
(equac¸a˜o esta equivalente a apresentada em 4.11).
Np(qp)q˙p +Ns(qs)q˙s = 0 (6.2)
onde : Np(qp) =
∂f
∂qp
e Ns(qs) =
∂f
∂qs
Da equac¸a˜o 6.2 tem-se a soluc¸a˜o das velocidades das juntas secunda´rias apresentada
na equac¸a˜o 6.3.
q˙s = −N−1s (qs)Np(qp)q˙p (6.3)
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As posic¸o˜es das juntas secunda´rias podem ser calculadas pela integrac¸a˜o da equac¸a˜o
6.3 como mostrado a seguir:
qs(t)− qs(0) =
∫ t
0
q˙sdt = −
∫ t
0
N−1s (qs)Np(qp)q˙pdt (6.4)
A soluc¸a˜o da posic¸a˜o para as juntas secunda´rias e´ independente da soluc¸a˜o da estru-
tura cinema´tica. Por outro lado e´ necessa´rio que a matriz Ns(qs) seja invers´ıvel, nos casos
em que esta matriz tenha mais colunas do que linhas, existira˜o infinitas soluc¸o˜es para a
equac¸a˜o 6.3.
A soluc¸a˜o da integrac¸a˜o anal´ıtica pretendida na equac¸a˜o 6.4 e´ complexa e geralmente
de dif´ıcil obtenc¸a˜o. Por isso sa˜o geralmente utilizados algoritmos nume´ricos para inte-
grac¸a˜o da cinema´tica diferencial e obtenc¸a˜o das posic¸o˜es de junta
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996).
A te´cnica de integrac¸a˜o nume´rica mais simples e´ baseada no me´todo de integrac¸a˜o de
Euler (BURDEN; FAIRES, 2003); onde o tempo e´ discretizado de acordo com um dado
intervalo de integrac¸a˜o ∆t. Considerando que as posic¸o˜es e velocidades de juntas sa˜o
conhecidas no tempo ti, as posic¸o˜es no tempo ti+1 = ti +∆t podem ser calculadas como
mostra a equac¸a˜o a seguir.
qs(ti+1) = qs(ti)−N−1s (qs(ti))Np(qp(ti))∆qp(ti) (6.5)
onde ∆qp(ti) = qp(ti+1)− qp(ti).
O resultado obtido para as juntas secunda´rias na equac¸a˜o 6.5, implica num erro acu-
mulativo para as juntas qs(ti), o drift nume´rico, ou escorregamento. Portanto a equac¸a˜o
6.1 na˜o e´ satisfeita e uma abertura e´ introduzida na cadeia fechada.
Um exemplo e´ ilustrado num mecanismo de quatro barras cujo movimento e´ realizado
pela ativac¸a˜o da junta A.
Se aplicada a soluc¸a˜o apresentada em 6.5 as posic¸o˜es calculadas para as juntas B, C e
D fazem a estrutura do mecanismo se abrir. Na figura 6.1 pode ser visualizado este efeito.
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Figura 6.1: Erro de fechamento do mecanismo de 4 barras
onde o ponto Pf , representa a localizac¸a˜o do sistema de coordenadas do final na cadeia
do mecanismo de quatro barras.
Para manter a cadeia fechada vai se valer da teoria de helico´ides e do uso do me´todo
das restric¸o˜es cinema´ticas para resolver o problema do erro de fechamento da cadeia.
6.2 Um me´todo para controle do erro de fechamento
via cadeias virtuais
Considerando o erro de fechamento que ocorre quando sa˜o utilizados algoritmos nume´ri-
cos, um novo me´todo e´ proposto para minimizar o erro de fechamento em cadeias cine-
ma´ticas (GUENTHER et al., 2007).
O me´todo proposto mante´m a integridade da cadeia fechada, adicionando para isso
uma cadeia virtual de controle do erro de fechamento. Utilizando o me´todo de Davies para
o levantamento do modelo da cinema´tica diferencial, vai-se atuar nas juntas da cadeia de
erro com o propo´sito de minimizar o erro de fechamento.
Inicialmente introduz-se uma cadeia virtual para representac¸a˜o do erro de fechamento
resultante da integrac¸a˜o nume´rica.
De acordo com a dimensa˜o do espac¸o operacional a cadeia virtual de erro pode ser
definida de maneira conveniente de duas formas (FONTAN, 2007):
• No plano a estrutura cinema´tica mais conveniente e´ a PPR;
• No espac¸o tridimensional a estrutura cinema´tica mais conveniente e´ a 3P3R.
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A raza˜o para esta escolha refere-se a dois fatores:
• Com estas cadeias e´ poss´ıvel medir o erro de fechamento desacoplando o erro linear
do erro de orientac¸a˜o;
• Outras cadeias (por exemplo para o plano poderia ser utilizada uma cadeia RPR ou
no espac¸o poderia ser utilizada uma cadeia RRPS) podem ocorrer efeitos nume´ri-
cos similares a singularidades quando as dimenso˜es dos erros forem relativamente
pequenas (FONTAN, 2007).
Assim a figura 6.2 mostra o fechamento da cadeia apresentada em 6.1 utilizando uma
cadeia virtual PPR para medic¸a˜o do erro.
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Figura 6.2: Fechamento da cadeia utilizando uma cadeia virtual de erro
Considerando a cadeia virtual de erro, e usando a mesma metodologia da sec¸a˜o 6.1, a
equac¸a˜o que descreve a nova cadeia cinema´tica e´ dada por:
Np(qp)q˙p +Ns(qs)q˙s +Ne(qe)q˙e = 0 (6.6)
onde:
• Np(qp) e´ a matriz que conte´m os helico´ides das juntas prima´rias;
• Ns(qs) e´ a matriz que conte´m os helico´ides das juntas secunda´rias correspondentes
a`s posic¸o˜es obtidas pela integrac¸a˜o nume´rica (qs);
• q˙p e q˙s sa˜o vetores de magnitudes das velocidades prima´rias e secunda´rias respecti-
vamente e
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• Ne e´ a matriz que conte´m os helico´ides unita´rios das juntas da cadeia virtual de
erro, e q˙e e´ o vetor magnitude das velocidades das juntas de erro.
Desta forma, a magnitude das velocidades das juntas secunda´rias pode ser obtida
isolando q˙s da equac¸a˜o 6.6 como mostrado abaixo:
q˙s = −N−1s (qs)Np(qp)q˙p −N−1s (qs)Ne(qe)Keqe (6.7)
onde Ke e´ uma matriz de ganhos escolhida definida positiva e qe e´ o vetor de erros de
fechamento obtido a partir da posic¸a˜o das juntas da cadeia virtual de erro. O produto
Keqe representa uma aproximac¸a˜o geral para as velocidades das juntas de erro.
A equac¸a˜o 6.7 na˜o tem restric¸o˜es relacionadas a` dimensa˜o do espac¸o operacional.
Por isso o resultado obtido pode ser aplicado tambe´m para cadeias cinema´ticas fechadas
tridimensionais.
Para aplicac¸a˜o do modelo proposto e´ importante uma ana´lise de sua estabilidade. A
sec¸a˜o a seguir apresenta esta ana´lise.
6.2.1 Estabilidade do algoritmo proposto
A estabilidade do algoritmo pode ser verificada substituindo a equac¸a˜o 6.7 na equac¸a˜o
6.6. Assim obte´m-se a relac¸a˜o apresentada na equac¸a˜o 6.8.
Neq˙e +NeKeqe = 0 (6.8)
relembrando que q˙e e qe sa˜o os vetores velocidade e posic¸a˜o das juntas da cadeia virtual
de medic¸a˜o do erro de fechamento.
Multiplicando todos termos da equac¸a˜o 6.8 por N−1e , tem-se o resultado mostrado na
equac¸a˜o 6.9.
q˙e +Keqe = 0 (6.9)
Como a matriz de ganhos Ke e´ definida positiva, a equac¸a˜o 6.9 estabelece que o vetor
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erro de posic¸a˜o tende para zero na medida que o tempo t tende para infinito.
Deve ser observado que, apesar de que teoricamente os ganhos da matriz Ke poderem
ser ta˜o grandes o quanto se desejar, na pra´tica estes sa˜o limitados por conta da possibili-
dade de introduc¸a˜o de problemas nume´ricos, tais como oscilac¸o˜es ou instabilidades.
Portanto para controlar o erro, e tornar efetivamente esta´vel a soluc¸a˜o proposta, de-
vem ser combinados ganhos da matriz Ke limitados com intervalos de tempo suficiente-
mente pequenos, juntamente com a utilizac¸a˜o de iterac¸o˜es nume´ricas, para que o erro de
fechamento seja minimizado a valores desejados.
6.2.2 Controle do erro
A convergeˆncia exponencial e´ garantida no caso geral em que as posic¸o˜es e velocidades
das juntas prima´rias variam no tempo. Em casos onde o erro seja maior que um valor
desejado, as posic¸o˜es e velocidades das juntas prima´rias podem ser mantidas em novas
iterac¸o˜es nume´ricas. As iterac¸o˜es possibilitam o controle do erro, tornando-o menor que
uma toleraˆncia admiss´ıvel (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996).
6.2.3 Vetor erro de posic¸a˜o
Os deslocamentos helicoidais de um elo de uma cadeia cinema´tica podem ser expressos
atrave´s de uma matriz homogeˆnea. O deslocamento resultante de um elo j com relac¸a˜o a
um sistema de coordenadas de refereˆncia pode ser calculado pelo me´todo dos deslocamen-
tos helicoidais sucessivos (veja anexo A para maiores detalhes). Assim a matriz homogeˆnea
Aj e´ obtida atrave´s da multiplicac¸a˜o sucessiva das matrizes homogeˆneas correspondentes
as juntas precedentes ao elo j como mostrado a seguir:
Aj =
j−1∏
i=1
Ai (6.10)
Considerando que em uma cadeia cinema´tica fechada o u´ltimo e o primeiro elos sa˜o os
mesmos, e que a orientac¸a˜o e a posic¸a˜o de um elo com relac¸a˜o a ele mesmo e´ uma matriz
homogeˆnea representada por uma identidade, enta˜o numa cadeia fechada composta de np
juntas prima´rias e ns juntas secunda´rias, a equac¸a˜o 6.10 resulta equac¸a˜o 6.11.
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np∏
i=1
[Ap]i
ns∏
j=1
[As]j = I (6.11)
onde [Ap]i, i = 1, · · ·np, sa˜o as matrizes homogeˆneas correspondentes a`s juntas prima´rias,
[As]j, j = 1, · · ·ns, sa˜o as matrizes homogeˆneas correspondentes a`s juntas secunda´rias.
O erro de fechamento da cadeia resultante da aplicac¸a˜o de soluc¸o˜es nume´ricas de
integrac¸a˜o, pode enta˜o ser medido tomando como refereˆncia a equac¸a˜o obtida em 6.11.
Como em Pavlin(1995), representa-se o erro de fechamento no instante de tempo k, por
uma matriz homogeˆnea Ek, assim a equac¸a˜o de fechamento fica com a seguinte forma:
{
np∏
i=1
[Ap]i
ns∏
j=1
[As]j
}
Ek = I (6.12)
Portanto o erro de fechamento pode ser calculado como segue:
Ek =
{
np∏
i=1
[Ap]i
ns∏
j=1
[As]j
}−1
=
[
Re pe
0 1
]
(6.13)
onde pe = [pex pey pez]
T e´ o vetor erro de posic¸a˜o e Re e´ matriz que representa o erro de
orientac¸a˜o.
A matriz Re pode representar alguma notac¸a˜o mı´nima de aˆngulos, tais como Euler,
Roll − Pitch− Y aw, (SCIAVICCO; SICILIANO, 1996) ou a configurac¸a˜o de um conjunto
de juntas de acordo com a estrutura da cadeia de medic¸a˜o do erro.
No caso tridimensional, a cadeia virtual 3P3R representa de maneira conveniente o
erro de fechamento. Esta convenieˆncia vem do fato da matriz homogeˆnea Ek resultante,
conter uma submatriz pe que representa os deslocamentos das juntas prisma´ticas px, py
e pz e uma submatriz Re o produto dos deslocamentos sucessivos nas direc¸o˜es x, y e z,
como mostra a equac¸a˜o 6.14 a seguir:
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Re =


1 0 0
0 cx −sx
0 sx cx




cy 0 sy
0 1 0
−sy 0 cy




cz −sz 0
sz cz 0
0 0 1

 = (6.14)


cycz −cysz sy
czsxsy + cxsz cxcz − sxsysz −cysx
−cxczsy + sxsz czsx + cxsysz cxcy

 (6.15)
Obtendo-se Re e´ poss´ıvel extrair o erro de orientac¸a˜o analiticamente.
Assim o vetor erro de posic¸a˜o, o qual envolve posic¸a˜o e orientac¸a˜o, e´ dado por um
vetor qe = [rex rey rez pex pey pez]
T
Aplicando o me´todo de Euler a equac¸a˜o 6.7 obte´m-se:
qs(ti+1) = qs(ti)−N−1s (qs(ti))Np(qp(ti))∆qp −N−1s (qs(ti))Ne(qe(ti))Keqe(ti)∆t (6.16)
A equac¸a˜o apresentada em 6.16 permite o controle do erro de fechamento considerando
variac¸o˜es de posic¸a˜o e consequentemente de velocidade das juntas prima´rias.
Uma simplificac¸a˜o e´ poss´ıvel de ser realizada quando se deseja que o erro de fechamento
seja menor que uma determinada toleraˆncia e mais de uma iterac¸a˜o seja realizada para
cada posic¸a˜o das juntas prima´rias.
Considere a situac¸a˜o em que na˜o ocorrem mudanc¸as de posic¸o˜es das juntas prima´rias
ao longo do tempo ti, ou seja, antes da aplicac¸a˜o do algoritmo, realizam-se os movimentos
desejados nas juntas prima´rias mantendo as juntas secunda´rias fixas. No caso do controle
de erro onde va´rias iterac¸o˜es sera˜o realizadas, isto significa que neste processo iterativo
∆qp = 0, pois na˜o ocorrera˜o variac¸o˜es de movimento enquanto o erro de fechamento na˜o
estiver em valores abaixo de toleraˆncias especificadas. Pode-se notar entretanto, que na
equac¸a˜o para ca´lculo do erro de fechamento, apresentada em 6.13 a influeˆncia das juntas
permanece inalterada uma vez que as matrizes homogeˆneas Ap dependem apenas das
posic¸o˜es de junta.
Considerando a simplificac¸a˜o, ∆qp = 0, pode-se reescrever a equac¸a˜o 6.16:
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qs(ti+1) = qs(ti)−N−1s (qs(ti))Ne(qe(ti))Keqe(ti)∆t (6.17)
A equac¸a˜o 6.17 pode ser enta˜o implementada como e´ mostrado no algoritmo 2.
Algoritmo 2 Integrac¸a˜o nume´rica de mecanismos de cadeia fechada utilizando cadeias
virtuais de erro
Entrada:
Define-se os valores para a diagonal de Ke
Define-se a toleraˆncia do erro de fechamento → ǫf
Ajuste inicial para as juntas secunda´rias → qs
Ajuste inicial para as juntas prima´rias → condic¸a˜o inicial : qp
Inicializac¸a˜o do erro de fechamento da malha → EM →∞
Para cada posic¸a˜o desejada das juntas prima´rias fac¸a
Ajustam-se as posic¸o˜es das juntas prima´rias
Repita
Calcula-se a matriz do erro de fechamento → Ek da equac¸a˜o 6.13
Sa˜o extraidos da matriz Ek o vetor de erro qe
Calculam-se os helico´ides para composic¸a˜o de Np, Ns e Ne
Calcula-se as novas posic¸o˜es para as juntas secunda´rias → equac¸a˜o 6.16
Calcula-se EM
Ate´ ‖EM‖ > ǫf
Sa´ıda: Armazenar os valores das juntas secunda´rias num vetor
Fim Para
6.3 Aplicac¸o˜es desenvolvidas
O me´todo de integrac¸a˜o utilizando cadeias virtuais de erro possibilita aplicac¸o˜es para
manipuladores bidimensionais e tridimensionais. A seguir sa˜o apresentados dois exemplos
de aplicac¸a˜o do me´todo.
Na primeira aplicac¸a˜o usa-se o mecanismo de 4 barras, onde e´ realizado um estudo
com relac¸a˜o a influeˆncia da variac¸a˜o dos valores da diagonal da matrix Ke.
O segundo exemplo de aplicac¸a˜o apresenta o controle de trajeto´ria para o proto´tipo
do manipulador do projeto Roboturb. Neste caso e´ implementada uma soluc¸a˜o para o
evitamento de colisa˜o utilizando cadeias virtuais e para cinema´tica inversa de posic¸a˜o
utilizando o me´todo de integrac¸a˜o apresentado.
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6.3.1 Simulac¸a˜o em um mecanismo de 4 barras
Considere um mecanismo de quatro barras mostrado na figura 6.3.
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Figura 6.3: Mecanismo de 4 barras fechado.
Para esta simulac¸a˜o foi utilizada a junta A como prima´ria e as demais secunda´rias e
os seguintes paraˆmetros foram determinados:
• A junta A realizara´ um movimento da posic¸a˜o pi
4
ate´ a posic¸a˜o pi
2
, de acordo com a
equac¸a˜o: qp(t) =
pi
4
+ pi
4
sen
(
pit
8
)
com t = 0→ 4s.
• As dimenso˜es dos elos sa˜o: a1 = 0, 5m; a2 = 1, 0m; a3 = 0, 5m; a4 = 1, 0m;
• O vetor de posic¸o˜es iniciais para as juntas secunda´rias e´ dado por : qs =
[
−pi
4
−3pi
4
−pi
4
]
radianos;
• O intervalo de integrac¸a˜o e´ fixado por ∆t = 0, 01
O sistema de coordenadas de refereˆncia e´ fixado no final do u´ltimo elo do mecanismo.
Ele e´ coincidente com o primeiro elo da cadeia virtual de erro, como mostrou a figura 6.2.
A partir desta refereˆncia sa˜o obtidas as seguintes matrizes Ne, Np e Ns:
Ne =


1 0 0
py 1 0
−px 0 1

 ; Np =


1
0
0

 ; Ns =


1 1 1
yB yC yD
−xB −xC xD

 (6.18)
O vetor de soluc¸o˜es e´ calculado utilizando o algoritmo proposto e os resultados sa˜o
compara´veis com a soluc¸a˜o anal´ıtica proposta por Waldron-Kinzel(1999).
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A soluc¸a˜o para o mecanismo de quatro barras planar e´ obtida impondo inicialmente
que Ke = K I3, onde K e´ um escalar positivo e I3 e´ uma matriz identidade de ordem
3. Fazendo variar K de 10 a 190 e o nu´mero de iterac¸o˜es de 1 a 4, tem-se o resultado
ilustrado na figura 6.4(FONTAN, 2007).
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Figura 6.4: Avaliac¸a˜o da convergeˆncia em func¸a˜o de K e do nu´mero de iterac¸o˜es
Pode ser observado que o mo´dulo do erro de fechamento EM decresce na medida que
o nu´mero de iterac¸o˜es aumenta. Tambe´m e´ poss´ıvel observar que o melhor desempenho e´
obtido quando K e´ um valor relativamente grande e inversamente proporcional ao per´ıodo
de amostragem. Quando o valor de K = 1
∆t
tem-se os menores valores para o mo´dulo do
erro de fechamento EM . Para valores maiores que 190 ocorre instabilidade nume´rica no
algoritmo e o erro tende para infinito.
Simulac¸o˜es posteriores, onde foram realizadas alterac¸o˜es deK mostraram que o melhor
desempenho em termos de convergeˆncia foi obtido fazendo K = 1
∆t
.
6.3.2 Aplicac¸a˜o para o evitamento de colisa˜o com o manipulador
Roboturb
Agora uma ana´lise do me´todo proposto e´ realizada em um experimento com o mani-
pulador Roboturb.
A configurac¸a˜o das malhas cinema´ticas foi apresentada no cap´ıtulo 4, e ilustrado no
grafo apresentado na figura 4.18.
Para soluc¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o pelo me´todo de integrac¸a˜o proposto se faz
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necessa´rio a abertura dos 2 circuitos, uma vez que o erro nume´rico ocorrera´ em cada
malha. Para cada erro e´ aplicada uma cadeia virtual 3P3R, onde atrave´s do controle de
medic¸a˜o de erro vai se manter a integridade da malha.
O local do controle do erro pode ser dado em qualquer ponto do circuito (em algum
dos elos que compo˜em o circuito).
Impo˜e-se o controle de erro sobre o elo 7 para o circuito 1 e no elo 3 para o circuito
2. Estes locais sa˜o ilustrados no grafo da figura 6.5.
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Figura 6.5: Os locais de controle do erro nos circuitos cinema´ticos para o evitamento de
colisa˜o no Roboturb - (c´ırculos pontilhados)
O elo 3 e´ separado nos elos 3a e 3b e o elo 7 e´ separado nos elos 7a e 7b.
Mais uma vez vale-se das cadeias virtuais inseridas entre os elos 7a e 7b, para controle
do erro de fechamento da cadeia do circuito de trajeto´ria. E entre os elos 3a e 3b para
controle do erro de fechamento da cadeia do circuito de evitamento de colisa˜o.
As figuras 6.6 e 6.7 apresentam respectivamente as cadeias de controle de erro para o
circuito de trajeto´ria e colisa˜o.
Na figura 6.6 tem-se que:
• As juntas pxet, pyet e pzet indicam o erro de posic¸a˜o de fechamento do circuito 1
medido pelas juntas prisma´ticas da cadeia virtual;
• As juntas rxet, ryet e rzet indicam o erro de orientac¸a˜o de fechamento do circuito
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Figura 6.6: Grafo representando a cadeia virtual de medic¸a˜o do erro de fechamento do
circuito de trajeto´ria (circuito 1).
1, medido pelas juntas rotativas da cadeia virtual.
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Figura 6.7: Grafo representando a cadeia virtual de medic¸a˜o do erro de fechamento do
circuito de evitamento de colisa˜o (circuito 2)
Na figura 6.7 tem-se que:
• As juntas pxec, pyec e pzec indicam o erro de posic¸a˜o de fechamento do circuito 2
medido pelas juntas prisma´ticas da cadeia virtual;
• As juntas rxec, ryec e rzec indicam o erro de orientac¸a˜o de fechamento do circuito
2, medido pelas juntas rotativas da cadeia virtual.
Esta configurac¸a˜o pode ser equacionada a partir da definic¸a˜o dos helico´ides na seguinte
forma:
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Nsq˙s +Npq˙p +Neq˙e =
[
$ˆ1 $ˆ2 $ˆ3 $ˆ4 $ˆ5 $ˆ6 $ˆ7 0 0 0 0 0
$ˆ1 $ˆ2 $ˆ3 0 0 0 0 −$ˆpxc −$ˆpyc −$ˆrxc −$ˆryc −$ˆrzc
]


q˙1
q˙2
q˙3
q˙4
q˙5
q˙6
q˙7
q˙pxc
q˙pyc
q˙rxc
q˙ryc
q˙rzc


+
[
0 −$ˆpx −$ˆpy −$ˆpz −$ˆrx −$ˆry −$ˆrz
−$ˆpzc 0 0 0 0 0 0
]


q˙pzc
q˙px
q˙py
q˙pz
q˙rx
q˙ry
q˙rz


+
[
$ˆpxet $ˆpyet $ˆpzet $ˆrxet $ˆryet $ˆrzet 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 $ˆpxec $ˆpyec $ˆpzec $ˆrxec $ˆryec $ˆrzec
]


q˙pxet
q˙pyet
q˙pzet
q˙rxet
q˙ryet
q˙rzet
q˙pxec
q˙pyec
q˙pzec
q˙rxec
q˙ryec
q˙rzec


= 0
(6.19)
onde a equac¸a˜o 6.19 e´ uma soma das velocidades referentes as juntas prima´rias, se-
cunda´rias e de erro.
Para que seja poss´ıvel a realizac¸a˜o do algoritmo proposto e´ necessa´rio que todos he-
lico´ides estejam representados num mesmo corpo. Para isto matrizes de transformac¸a˜o
de coordenadas de helico´ides devem ser utilizadas, como mostrado no anexo A.
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6.4 Conclusa˜o
Uma das possibilidades de obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa e´ integrar no tempo a
cinema´tica inversa diferencial. Por conta da complexidade, a forma mais conveniente de
realizac¸a˜o desta integrac¸a˜o e´ utilizar-se de algoritmos nume´ricos. Para cadeias cinema´ticas
fechadas a utilizac¸a˜o de me´todos nume´ricos de integrac¸a˜o acarreta em erros de fechamento
da cadeia.
Este cap´ıtulo apresentou uma nova metodologia para obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa
para cadeias fechadas atrave´s de me´todos nume´ricos. O me´todo apresentado e´ inovador e
define o objetivo principal deste trabalho.
A nova metodologia emprega o me´todo das restric¸o˜es e o uso de cadeias virtuais para
medic¸a˜o e controle do erro de fechamento das cadeias cinema´ticas.
Foram desenvolvidos os equacionamentos e uma sistema´tica de soluc¸a˜o foi apresen-
tada. Tambe´m foi discutida a questa˜o da estabilidade da soluc¸a˜o proposta.
Para validac¸a˜o dos resultados dois estudos foram realizados; primeiramente foi anali-
sada a cinema´tica inversa para uma cadeia cinema´tica bidimensional, o mecanismo de 4
barras; o segundo estudo consistiu no desenvolvimento de uma soluc¸a˜o aplicada ao espac¸o
tridimensional, para a cinema´tica inversa para o manipulador do Roboturb, considerando
uma estrate´gia de evitamento de colisa˜o.
Os resultados obtidos nestas aplicac¸o˜es comprovaram que a sistema´tica proposta e´
va´lida e que os o equacionamento podem ser plenamente aplicados na pra´tica.
O pro´ximo cap´ıtulo apresenta uma se´rie de experimentos de laborato´rio, onde os
resultados obtidos sa˜o testados em aplicac¸o˜es pra´ticas com o manipulador Roboturb. Sa˜o
experimentados o gerador de trajeto´rias desenvolvido no cap´ıtulo 2 e o comportamento
destas trajeto´rias no espac¸o de juntas obtidas pelo me´todo de integrac¸a˜o proposto. Sa˜o
comparados as trajeto´rias de juntas com e sem a presenc¸a de um obsta´culo dentro da
volume de trabalho do manipulador Roboturb.
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7 Resultados experimentais
O cap´ıtulo anterior apresentou uma nova proposta para soluc¸a˜o nume´rica da cine-
ma´tica inversa para cadeias cinema´ticas fechadas. O me´todo proposto esta´ baseado na
inclusa˜o de cadeias cinema´ticas virtuais para correc¸a˜o do erro de fechamento.
A sistema´tica apresentada foi validada no desenvolvimento da soluc¸a˜o da cinema´tica
inversa de posic¸a˜o para o manipulador Roboturb sob a condic¸a˜o de colisa˜o.
Neste cap´ıtulo sa˜o apresentadas os resultados experimentais executados usando o
manipulador Roboturb. Para obtenc¸a˜o destes resultados foi utilizada a metodologia de
soluc¸a˜o da cinema´tica inversa proposta no cap´ıtulo 6.
Na primeira sec¸a˜o e´ apresentada uma proposta para soluc¸a˜o da redundaˆncia quando o
manipulador Roboturb esta´ fora da regia˜o de colisa˜o. Esta estrate´gia de tratamento fora
da colisa˜o juntamente com o controle proposto para evitamento de colisa˜o compo˜em um
algoritmo para seguimento de trajeto´rias com evitamento de colisa˜o.
Na segunda sec¸a˜o sa˜o apresentados os resultados referentes a` execuc¸a˜o da trajeto´ria
de contorno da regia˜o erodida e a trajeto´ria de soldagem definida atrave´s de caminhos
paralelos (cap´ıtulo 2).
Na terceira sec¸a˜o sa˜o apresentados os resultados relativos a uma aplicac¸a˜o com desvio
de colisa˜o levando em conta uma estrate´gia de controle de colisa˜o.
Os programas desenvolvidos foram executados em computador PC-Intel Duo-Core de
velocidade 2.8GHz e com 1GB de memo´ria. A sa´ıda de dados consistiu em arquivos de
texto ASCII do tipo .dat cuja formatac¸a˜o esta´ de acordo com a normatizac¸a˜o definida para
o projeto Roboturb. Esta normatizac¸a˜o define que os arquivos de trajeto´rias de juntas
devem ser compostos de treˆs arquivos: para armazenar dados de posic¸a˜o, velocidade
e acelerac¸a˜o. Os arquivos sa˜o compostos por 7 colunas, uma para cada junta, com o
nu´mero de linhas igual ao nu´mero de pontos da trajeto´ria.
Na execuc¸a˜o da trajeto´ria foi utilizado o computador industrial de controle do mani-
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pulador Roboturb, que conte´m um processador Pentium 4, 256Mb de memo´ria e placas de
interface com barramento PXI. A figura 7.1 apresenta o computador industrial e a figura
7.2 mostra a fonte de poteˆncia do manipulador.
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Figura 7.1: Computador industrial de controle e comando do manipulador Roboturb.
Para simular a ferramenta, uma caneta foi usada para marcar sobre a superf´ıcie a ser
recuperada as trajeto´rias executadas.
7.1 O manipulador Roboturb fora da regia˜o de
colisa˜o
Nas discusso˜es a seguir o manipulador Roboturb pode operar numa situac¸a˜o em que
na˜o ocorre colisa˜o. Assim, fora da colisa˜o o manipulador Roboturb apresenta mais uma
vez um grau de redundaˆncia que deve ser resolvido. A soluc¸a˜o desta redundaˆncia tambe´m
pode ser obtida atrave´s de restric¸o˜es cinema´ticas. A definic¸a˜o da redundaˆncia fora da
colisa˜o em conjunto com a estrate´gia de evitamento de colisa˜o determinam a forma de
operac¸a˜o do manipulador.
Dentre as restric¸o˜es poss´ıveis de serem implementadas a escolhida foi impor uma
velocidade ao carro. A raza˜o desta escolha deve-se a` particularidade da tarefa e ao fato
de que a superf´ıcie a ser recuperada tem uma dimensa˜o preferencial (maior comprimento
que largura). Pode-se determinar que a velocidade do carro seja projec¸a˜o de velocidade
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Figura 7.2: Fonte de poteˆncia para alimentac¸a˜o do sistema e acionamento do manipulador
Roboturb.
da ferramenta na direc¸a˜o de maior comprimento, assim tem-se como resultado uma maior
mobilidade do manipulador entre as pa´s da turbina.
Modelando a cinema´tica inversa pelo me´todo de Davies tem-se dois circuitos.
O grafo apresentado na figura 7.3 mostra os circuitos cinema´ticos para a condic¸a˜o de
operac¸a˜o fora da regia˜o de colisa˜o.
0
t4
t3
t2
t1
rzt
ryt
rxt
pzt
pyt
pxt t5
circuito 1
circuito 2
rzry
rx
pz
py
px
7
6
5
4
7
6
4
5
3
21
32
v5v4
v3
v2
v1 1
Figura 7.3: Grafo para soluc¸a˜o da cinema´tica inversa fora da regia˜o de colisa˜o.
onde:
• pxt, pyt, pzt, rxt, ryt, e rzt sa˜o juntas de uma cadeia virtual 3P3R fixada na base
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do manipulador e o carro.
Estruturalmente a junta pyt da cadeia virtual e´ paralela ao carro. Enta˜o acionando
esta junta com a velocidade desejada o carro devera´ acompanhar o movimento, assim a
junta pyt e´ definida como prima´ria no circuito 2 para a condic¸a˜o quando o manipulador
estiver fora da regia˜o de colisa˜o. Consequentemente as demais juntas do circuito 2 devera˜o
fazer parte das juntas secunda´rias.
A equac¸a˜o de restric¸a˜o possui enta˜o a estrutura apresentada em 7.1.
Nsq˙s +Npq˙p +Neq˙e =
[
$ˆ1 $ˆ2 $ˆ3 $ˆ4 $ˆ5 $ˆ6 $ˆ7 0 0 0 0 0
$ˆ1 0 0 0 0 0 0 −$ˆpxt −$ˆpzt −$ˆrxt −$ˆryt −$ˆrzt
]


q˙1
q˙2
q˙3
q˙4
q˙5
q˙6
q˙7
q˙pxt
q˙pzt
q˙rxt
q˙ryt
q˙rzt


+
[
0 −$ˆpx −$ˆpy −$ˆpz −$ˆrx −$ˆry −$ˆrz
−$ˆpyt 0 0 0 0 0 0
]


q˙pyt
q˙px
q˙py
q˙pz
q˙rx
q˙ry
q˙rz


+
[
$ˆpxet $ˆpyet $ˆpzet $ˆrxet $ˆryet $ˆrzet 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 $ˆpxec $ˆpyec $ˆpzec $ˆrxec $ˆryec $ˆrzec
]


q˙pxet
q˙pyet
q˙pzet
q˙rxet
q˙ryet
q˙rzet
q˙pxec
q˙pyec
q˙pzec
q˙rxec
q˙ryec
q˙rzec


= 0
(7.1)
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7.2 Experimentac¸a˜o na gerac¸a˜o de trajeto´rias no
espac¸o cartesiano
Para realizac¸a˜o da experimentac¸a˜o real da metodologia para ca´lculo das trajeto´rias de
contorno da regia˜o erodida e das trajeto´rias paralelas de soldagem, foi utilizada o modelo
de superf´ıcie apresentado na figura 2.13.
7.2.1 Identificac¸a˜o da regia˜o erodida
O primeiro experimento consistiu em identificar a regia˜o erodida sobre o modelo da
superf´ıcie utilizando o algoritmo de cinema´tica inversa proposto para o manipulador Robo-
turb, sem a imineˆncia de colisa˜o.
O estudo apresentado no cap´ıtulo 2 mostrou que e´ poss´ıvel obter um conjunto de
pontos que representam o contorno da superf´ıcie erodida. A ordenac¸a˜o deste conjunto
de pontos permite calcular uma trajeto´ria de contorno da regia˜o erodida, sobre a qual
o manipulador Roboturb devera´ conduzir a ferramenta e percorrer o contorno da regia˜o
erodida.
Para a obtenc¸a˜o das trajeto´rias de juntas foi definido que a velocidade desejada para
o deslocamento da ferramenta sobre a trajeto´ria fosse de 20 mm/s.
A figura 7.4 ilustra o resultado em simulador da trajeto´ria desejada e o resultado da
execuc¸a˜o desta trajeto´ria realizada pelo manipulador Roboturb.
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Figura 7.4: Simulac¸a˜o (a) e execuc¸a˜o (b) da trajeto´ria de contorno da regia˜o erodida
A trajeto´ria real representa com precisa˜o os resultados obtidos em simulac¸a˜o. Algumas
descontinuidades que podem ser visualizadas na experimentac¸a˜o real (c´ırculos pontilha-
dos I e II) sa˜o decorrentes de imperfeic¸o˜es da superf´ıcie as quais na˜o permitem que a
ferramenta (caneta) mantenha-se constantemente em contato.
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7.2.2 Recobrimento da superf´ıcie pelo processo de soldagem
Nesta experimentac¸a˜o sa˜o usadas trajeto´rias calculadas pela metodologia de obtenc¸a˜o
de caminhos paralelos desenvolvida no cap´ıtulo 2. O intuito de aplicac¸a˜o no processo e´ o
recobrimento de superf´ıcies pelo processo de soldagem.
Para recobrir a erosa˜o sa˜o necessa´rios va´rios passes de soldagem. Isso implica que os
caminhos paralelos sejam organizados em camadas, como mostraram as figuras 2.17, 2.20
e 2.22. Os resultados obtidos sa˜o caminhos paralelos dispostos em camadas interpostas.
Considere as trajeto´rias obtidas para a primeira camada de deposic¸a˜o, ou seja, a ca-
mada que sera´ depositada sobre superf´ıcie erodida como ilustra a figura 7.5(a). Resolvendo
a cinema´tica inversa de posic¸a˜o para o manipulador Roboturb e executando a trajeto´ria,
tem-se como resultado a figura 7.5.
A figura 7.5 apresenta o resultado em simulac¸a˜o e o resultado experimental, onde a
distaˆncia entre os caminhos e a velocidade da ferramenta foram ajustados em 20mm e
25mm/s respectivamente.
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Figura 7.5: Simulac¸a˜o (a) e execuc¸a˜o (b) da trajeto´ria de soldagem da primeira camada
de deposic¸a˜o
Nesta experimentac¸a˜o ocorreram descontinuidades provenientes de imperfeic¸o˜es da
superf´ıcie que tambe´m na˜o permitiram o cont´ınuo contato entre a caneta e a superf´ıcie.
7.3 Operac¸a˜o do manipulador Roboturb sob
imineˆncia de colisa˜o
Para realizac¸a˜o do controle de colisa˜o uma superf´ıcie plana foi colocada dentro do
volume de trabalho do manipulador Roboturb. A colisa˜o foi garantida ajustando-se a
posic¸a˜o inicial do cotovelo de maneira que colidisse com a superf´ıcie plana quando o
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manipulador realizasse a tarefa de contorno da regia˜o erodida, ou de deposic¸a˜o da primeira
camada.
A figura 7.6(a) ilustra o ambiente de simulac¸a˜o onde foi implementado o gerador de
trajeto´rias, enquanto que a figura 7.6(b) mostra comparativamente o ambiente real onde
foram validadas as trajeto´rias obtidas no ambiente de simulac¸a˜o.
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Figura 7.6: Posicionamento inicial do manipulador Roboturb com relac¸a˜o a` superf´ıcie
plana ilustrada no ambiente de planejamento de trajeto´ria e no ambiente real
Para realizac¸a˜o do controle de colisa˜o um algoritmo foi desenvolvido e e´ apresentado
na figura 7.7.
Neste algoritmo tem-se as condic¸o˜es iniciais as quais determinam e descrevem os
paraˆmetros que sera˜o utilizados na gerac¸a˜o das trajeto´rias.
Para cada ponto da trajeto´ria cartesiana sa˜o calculadas as posic¸o˜es de junta para
avaliac¸a˜o da imineˆncia de colisa˜o ou na˜o. A possibilidade de colisa˜o e´ avaliada calculan-
do-se a distaˆncia entre o cotovelo do manipulador Roboturb o ponto sobre a superf´ıcie de
colisa˜o cuja normal esteja alinhada com a reta que liga o cotovelo a este ponto.
Caso a distaˆncia entre o cotovelo e a supef´ıcie de colisa˜o seja menor que um valor
pre´-definido (Distmin) a junta pzc da cadeia virtual de colisa˜o e´ acionada. O objetivo
deste acionamento e´ posicionar o cotovelo no limite da regia˜o de colisa˜o. Neste caso sa˜o
controlados os erros de fechamento do circuito cinema´tico de gerac¸a˜o de trajeto´ria e de
fechamento do circuito cinema´tico de evitamento de colisa˜o. Uma vez obtidas as posic¸o˜es
das juntas secunda´rias, estas sa˜o atualizadas no manipulador e sa˜o calculados os erros de
fechamento.
Caso a distaˆncia entre o cotovelo e a superf´ıcie seja maior que Distmin enta˜o as
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acl=1
Cálc dos helicóides da cadeia virtual de evit de colisão
Cálc dos helicóides da cadeia virtual do erro de colisão
Cálc das mat homogêneas das cadeias de
colisão e erro de colisão
do cotovelo
Estima−se a posição 
Dimensões da cadeia cinemática
Definição do conjunto de pontos da trajetória
Definição so erro desejado de fechamento − eD
Condições iniciais
calculadas
Armazena as posições
vetores de erro de fechamento
Obtem−se a norma dos
o vetor de vel. secundárias obtido
do manipulador Roboturb utilizando 
Atualização das posições de junta 
Montagem da matriz Np
Cálculo das vel. das juntas secundárias
Montagem da matriz Ne
Montagem da matriz Ns
Montagem da matriz Ne
Montagem da matriz Np
Montagem da matriz Ns
Obtenção do vetor de vel. secundárias
Se acl=0
o vetor de vel. secundárias obtido
do manipulador Roboturb utilizando 
Atualização das posições de junta 
até o próximo ponto, quando acl=0
uma vez que acl=1, este condição será mantida
e
Calcula vel do carro
Veloc. do carro=0
inic=0
Se inic=1
acl=0
homogênea para a cadeia virtual de 
Cálculo dos helicóides e da matriz 
medição dos erros de fechamento
Cálculo dos helicóides e da cinemática 
para o manipulador Roboturb
erro = 1000; acl=0; inic=1
inic − indica que será realizada a primeira iteração
acl − indica se esta ocorrendo colisão
acl=0 indica cotovelo fora de colisão
acl=1 indica cotovelo dentro da região de colisão    de geração de trajetória
Cálculo dos helicóides da cadeia virtual
np
De 1 até o
número de pontos
Definição da distância mínima para o evitamento de colisão − DistMin
S
N
S
S
N Enquanto erro>eD
N
S
N
Se Dist<Distmin
Fim
Se a Dist (distância do cotovelo)
for menor do que a Distmin
então acl=1 −> indicando robô em colisão
Cálc do erro de fechamento da circuito de colisão
Figura 7.7: Algoritmo para evitamento de colisa˜o
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posic¸o˜es das juntas secunda´rias do manipulador calculadas inicialmente sa˜o ajustadas e
os erros de fechamento sa˜o calculados.
Este procedimento de controle de colisa˜o e erro de fechamento segue iterativamente
ate´ que os erros desejados sejam alcanc¸ados. Uma vez alcanc¸ados parte-se para o pro´ximo
ponto da trajeto´ria.
Foram realizadas experimentac¸o˜es para as tarefas de seguimento de trajeto´ria de con-
torno na regia˜o erodida e de deposic¸a˜o da primeira camada de soldagem. As figuras
mostradas em 7.4(a) e 7.5(a) apresentam as trajeto´rias utilizadas para a experimentac¸a˜o
do controle e evitamento de colisa˜o.
Em cada trajeto´ria foram obtidos resultados das posic¸o˜es, velocidades e acelerac¸o˜es
para as juntas do manipulador Roboturb. Sa˜o comparados os resultados da utilizac¸a˜o ou
na˜o do controle de colisa˜o. A pro´xima sec¸a˜o apresenta estes resultados.
7.3.1 Resultados das trajeto´rias de junta do manipulador
Roboturb com controle de colisa˜o
7.3.1.1 Trajeto´rias de contorno da regia˜o erodida
A trajeto´ria de contorno da regia˜o erodida, obtida no espac¸o de juntas, foi armazenada
em arquivos de posic¸a˜o, velocidade e acelerac¸a˜o das juntas. Cada um dos arquivos em
formato ASCII, compo˜em-se de 7 colunas, onde cada coluna refere-se a cada junta do ma-
nipulador. De acordo com a cinema´tica inversa foram obtidos 92 pontos sobre a trajeto´ria
para realizac¸a˜o da tarefa.
Para realizac¸a˜o da tarefa com o manipulador Roboturb, os valores obtidos foram
escalonados para a faixa de operac¸a˜o de cada encoder de cada junta do manipulador
(SIMAS et al., 2004).
As figuras 7.8 e 7.9 ilustram as posic¸o˜es de juntas obtidas na realizac¸a˜o da trajeto´ria
de contorno da regia˜o erodida, comparando as trajeto´rias obtidas com controle de colisa˜o
e sem o controle de colisa˜o.
Os resultados com desvio de obsta´culo indicam que esta´ ocorrendo o controle de colisa˜o
proposto no algoritmo.
E´ poss´ıvel observar que sem o controle de colisa˜o, ou seja, sem desvios de obsta´culos, as
posic¸o˜es tem um comportamento com melhor continuidade se comparado com as posic¸o˜es
obtidas para o controle de colisa˜o.
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Figura 7.8: Posic¸o˜es das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do contorno
a` regia˜o erodida
Ja´ quando se usa o controle de colisa˜o observa-se um desvio brusco nas trajeto´rias das
juntas. Na pra´tica o efeito dos desvios nas juntas apresenta-se como um desvio su´bito de
movimento. Apesar do desvio su´bito, o objetivo principal que e´ o seguimento de trajeto´ria
no espac¸o cartesiano e´ mantido.
As figuras 7.10 e 7.11 apresentam as velocidades de juntas obtidas na realizac¸a˜o da
trajeto´ria de contorno da regia˜o erodida.
Com relac¸a˜o aos resultados obtidos para as velocidades de junta, o controle de colisa˜o
fica mais evidente, como pode ser observado na velocidade da junta 1 (trilho). Na junta
1 ocorre uma descontinuidade que altera a taxa de variac¸a˜o de um valor de 20 mm/s
para -80mm/s. Com excec¸a˜o da junta 2, o mesmo efeito pode ser observado nas demais
velocidades de junta.
Na junta 2 ocorre um comportamento praticamente igual quando com ou sem controle
de colisa˜o. Isto pode ser observado na posic¸a˜o da junta apresentada anteriormente, na
velocidade e na acelerac¸a˜o, apresentada nas figuras 7.12 e 7.13.
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Figura 7.9: Posic¸o˜es das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do contorno
a` regia˜o erodida
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Figura 7.10: Velocidades das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do
contorno a` regia˜o erodida
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Figura 7.11: Velocidades das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do
contorno a` regia˜o erodida
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Figura 7.12: Acelerac¸o˜es das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do
contorno a` regia˜o erodida
7.3 Operac¸a˜o do manipulador Roboturb sob imineˆncia de colisa˜o 130
0 20 40 60 80 100
−0.05
0
0.05
0.1
0.15
0 20 40 60 80 100
−0.25
−0.2
−0.15
−0.1
−0.05
0
0.05
0.1
0 20 40 60 80 100
−0.4
−0.2
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
número de pontos número de pontos
número de pontos
mm/s rad/s
rad/s
Junta 5 Junta 6
Junta 7
Sem desvio de obstáculo
Com desvio de obstáculo
2
2
2
Figura 7.13: Acelerac¸o˜es das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o do
contorno a` regia˜o erodida
As acelerac¸o˜es mostram que ocorre uma mudanc¸a brusca de velocidade quando o
manipulador encontra a regia˜o de colisa˜o. Em todos gra´ficos os picos de acelerac¸o˜es sa˜o
decorrentes da variac¸a˜o brusca de velocidades. Na˜o fica evidente nas simulac¸o˜es a sa´ıda
do controle de colisa˜o.
Apesar das descontinuidades resultantes para as posic¸o˜es, velocidades e acelerac¸o˜es
nas juntas, os resultados obtidos na experimentac¸a˜o real representaram adequadamente
os movimentos obtidos na simulac¸a˜o.
7.3.1.2 Trajeto´rias de soldagem para deposic¸a˜o da 1a camada
A trajeto´ria de soldagem no espac¸o de juntas foi obtida como resultado da cinema´tica
inversa de posic¸a˜o, considerando o controle de colisa˜o. Foram calculados um total de 2295
pontos para realizac¸a˜o da deposic¸a˜o de toda primeira camada.
De maneira ana´loga aos arquivos para a trajeto´ria de contorno, os dados foram ar-
mazenados em arquivos ASCII com 7 colunas referentes a cada junta do manipulador.
A figura 7.14 e 7.15 apresentam os resultados obtidos para as posic¸o˜es de juntas. O
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resultado mostra uma comparac¸a˜o da cinema´tica inversa sem o controle de colisa˜o e com
controle de colisa˜o.
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Figura 7.14: Posic¸o˜es das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da soldagem
Os resultados obtidos para as posic¸o˜es das juntas mostram o controle de colisa˜o ocor-
rendo a partir do se´timo corda˜o de solda.
Pode-se observar tambe´m que a junta 2 tem praticamente o mesmo comportamento
tanto fora quanto sob controle de colisa˜o.
As figuras 7.16 e 7.17 apresentam os resultados para as velocidades de junta na rea-
lizac¸a˜o da soldagem.
Nos resultados para as velocidades observa-se que o controle de colisa˜o inicia-se no
se´timo corda˜o. No se´timo corda˜o de solda ocorre uma alterac¸a˜o mais brusca de velocidade
evidenciando a ativac¸a˜o do controle de colisa˜o. Este mesmo comportamento e´ visto em
todas demais juntas, com excec¸a˜o da junta 2 que se mante´m indiferente ao controle de
colisa˜o.
As figuras 7.18 e 7.19 apresentam os resultados para as acelerac¸o˜es nas juntas na
realizac¸a˜o da soldagem.
7.3 Operac¸a˜o do manipulador Roboturb sob imineˆncia de colisa˜o 132
0 500 1000 1500 2000
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
0 500 1000 1500 2000
−2
−1.95
−1.9
−1.85
−1.8
−1.75
−1.7
0 500 1000 1500 2000
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
Com desvio de obstáculo
Sem desvio de obstáculo
número de pontos
número de pontos
número de pontos
rad
rad
rad
Junta 6
Junta 7
Junta 5
Figura 7.15: Posic¸o˜es das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da soldagem
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Figura 7.16: Velocidades das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da
soldagem
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Figura 7.17: Velocidades das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da
soldagem
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Figura 7.18: Acelerac¸o˜es das juntas 1 a 4 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da
soldagem
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Figura 7.19: Acelerac¸o˜es das juntas 5 a 7 do manipulador Roboturb na realizac¸a˜o da
soldagem
7.4 Conclusa˜o
Foram apresentados neste cap´ıtulo os resultados experimentais para o controle de
colisa˜o com o manipulador Roboturb. Foram desenvolvidos experimentos pra´ticos para
a realizac¸a˜o de duas tarefas: o seguimento da trajeto´ria de contorno da regia˜o erodida;
e o seguimento de trajeto´ria de soldagem para deposic¸a˜o da primeira camada sobre uma
superf´ıcie.
Os experimentos foram realizados em laborato´rio a partir de algoritmos especializados
que possibilitaram validar as estrate´gias de controle de colisa˜o, na cinema´tica inversa.
O algoritmo proposto para realizac¸a˜o dos experimentos possibilitou o pleno atendi-
mento das especificac¸o˜es, ou seja: o controle de colisa˜o juntamente com a obtenc¸a˜o da
trajeto´ria dentro de uma faixa de erros admiss´ıveis.
Os resultados obtidos mostraram que o controle de colisa˜o provoca em geral, uma
alterac¸a˜o de sentido (sinal) na acelerac¸a˜o e consequentemente alterac¸o˜es bruscas na ve-
locidade, que resultam em movimentos su´bitos do manipulador. Em seis juntas do mani-
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pulador este efeito ficou evidente, entretanto na junta 2 (que realiza o movimento entre o
ombro e o carro) na˜o ocorreu tal efeito.
Uma possibilidade que pode justificar a manutenc¸a˜o dos deslocamentos da junta 2,
relaciona-se ao fato desta junta atuar apenas no movimento vertical da ferramenta (para
cima e para baixo na direc¸a˜o z do sistema de coordenadas de refereˆncia). Na experimen-
tac¸a˜o o plano de colisa˜o foi posicionado de tal maneira que o seu vetor normal perpendic-
ular ao eixo z do sistema de coordenadas de refereˆncia, sendo assim a atuac¸a˜o do controle
de colisa˜o na˜o intefere na trajeto´ria da junta 2.
Os resultados obtidos e o algoritmo desenvolvido sa˜o plenamente aplica´veis na ope-
rac¸a˜o do manipulador Roboturb. O pro´ximo passo e´ a implementac¸a˜o em linguagem de
programac¸a˜o.
As experimentac¸o˜es mostraram que o modelo de cinema´tica diferencial proposto, uti-
lizando as cadeias virtuais de erro comportaram-se de maneira esta´vel, tal como havia
sido comprovado, o que permitiu um correto controle sobre o erro das trajeto´rias obtidas
na cinema´tica inversa.
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8 Conclusa˜o
Esta tese apresentou uma nova metodologia para obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa em
cadeias cinema´ticas fechadas. O me´todo proposto aplica-se na soluc¸a˜o da cinema´tica
inversa para cadeias fechadas, usando a integrac¸a˜o nume´rica da cinema´tica diferencial.
Neste me´todo e´ sugerida uma nova proposta de modelamento diferencial, onde os erros
decorrentes dos algoritmos de integrac¸a˜o sa˜o controlados.
O objeto de avaliac¸a˜o desta tese foi aplicado ao manipulador Roboturb. O mani-
pulador Roboturb e´ um manipulador redundante que opera em ambientes confinados,
realizando tarefas de medic¸a˜o e deposic¸a˜o de material pelo processo de soldagem em ca-
madas, recuperando regio˜es erodidas em pa´s de turbinas de geradores de grande porte em
usinas hidrele´tricas.
O planejamento da tarefa foi desenvolvido usando uma metodologia baseada no crite´rio
de rugosidade superficial (Scallop-height) e o caminho da ferramenta foi calculado usando
a estrate´gia de caminhos paralelos . Esta mesma metodologia permitiu desenvolver um
algoritmo de delimitac¸a˜o da a´rea erodida, e o intercalamento de trajeto´rias em camadas
adjacentes. As trajeto´rias obtidas foram validadas em laborato´rio, e os testes finais se
mostraram aplica´veis nas operac¸o˜es do manipulador Roboturb.
Com intuito de realizar-se uma contextualizac¸a˜o referente ao problema de cinema´tica
inversa para manipuladores redundantes, foram apresentadas algumas metodologias de
soluc¸a˜o baseadas na cinema´tica inversa diferencial, que tem a matriz Jacobiana como
elemento central. No estudo realizado foi detectado que os me´todos convencionais possuem
limitac¸o˜es, principalmente relacionadas com o uso da pseudoinversa e com singularidades
algor´ıtmicas.
Considerando o problema das cadeias fechadas, o me´todo de Davies foi estudado e
aplicado ao problema do manipulador Roboturb. Neste estudo, um resultado impor-
tante foi provar que o modelo de cinema´tica diferencial obtido pelo me´todo de Davies, e´
equivalente ao me´todo do Jacobiano estendido. Foi comprovado tambe´m que o Jacobiano
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estendido obtido apresentava singularidades relacionadas apenas com a estrutura cinema´-
tica, diferente do me´todo convencional, onde singularidades adicionais podem ocorrer ale´m
das estruturais (singularidades algor´ıtmicas), o que configura uma vantagem adicional do
me´todo proposto nesta tese.
No desenvolvimento do modelo diferencial para cadeias cinema´ticas abertas e para
imposic¸o˜es de restric¸o˜es ou tarefas adicionais, foram apresentadas e definidas as cadeias
virtuais. O uso de cadeias virtuais conduz a um modelo cinema´tico diferencial onde a
estrutura cinema´tica e´ sempre fechada inclusive para manipuladores de cadeia aberta.
Considerando a complexidade do modelo diferencial para cadeias fechadas, a cine-
ma´tica inversa de posic¸a˜o e´ obtida a partir de algoritmos nume´ricos de integrac¸a˜o. As
posic¸o˜es de juntas obtidas, pela integrac¸a˜o nume´rica da cinema´tica diferencial, sa˜o tais que
na˜o e´ garantido o fechamento da cadeia. Este problema foi tratado nesta tese, atrave´s do
desenvolvimento de um me´todo para controlar o erro nume´rico de fechamento de cadeias
cinema´ticas fechadas.
Este novo me´todo implementado e´ inovador e fundamenta-se na utilizac¸a˜o de cadeias
virtuais de medic¸a˜o e de atuac¸a˜o para controle do erro de fechamento em cadeias cine-
ma´ticas fechadas, bidimensionais e tridimensionais. Foram desenvolvidos todos os equa-
cionamentos necessa´rios e a sistema´tica de soluc¸a˜o foi apresentada. Tambe´m foi discutido
o crite´rio da estabilidade da soluc¸a˜o proposta.
A validac¸a˜o da aplicac¸a˜o do me´todo foi realizada num mecanismo de 4 barras e no
levantamento do modelo da cinema´tica diferencial para o manipulador Roboturb, con-
siderando o evitamento de colisa˜o.
Para validac¸a˜o dos resultados dois estudos foram realizados. Primeiramente foi anali-
sada a cinema´tica inversa para uma cadeia cinema´tica fechada bidimensional, o mecanismo
de quatro barras; o segundo estudo consistiu no desenvolvimento de uma soluc¸a˜o aplicada
ao espac¸o tridimensional, para a cinema´tica inversa para o manipulador do Roboturb,
considerando uma estrate´gia de evitamento de colisa˜o. Os resultados obtidos nestas apli-
cac¸o˜es comprovaram que a sistema´tica proposta e´ va´lida e que os equacionamentos podem
ser plenamente aplicados na pra´tica.
Ao final um conjunto de experimentac¸o˜es mostrou a funcionalidade do modelamento
da cinema´tica diferencial. Foi aplicado o me´todo de Euler de integrac¸a˜o nume´rica e as
posic¸o˜es de junta calculadas, quando aplicadas ao manipulador, em simulac¸a˜o e em am-
biente real de experimentac¸a˜o, conduziram a ferramenta de operac¸a˜o com erro controlado
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dentro da trajeto´ria desejada evitando a colisa˜o do cotovelo do manipulador Roboturb
com um plano posicionado dentro do volume de trabalho..
Os resultados obtidos e o algoritmo desenvolvido sa˜o plenamente aplica´veis na opera-
c¸a˜o do manipulador Roboturb.
As experimentac¸o˜es mostraram que o modelo de cinema´tica diferencial proposto, utili-
zando as cadeias virtuais de erro comportaram-se de maneira esta´vel nas experimentac¸o˜es.
Isso permitiu um controle correto sobre o erro das trajeto´rias obtidas na cinema´tica in-
versa.
8.1 Contribuic¸o˜es do trabalho de tese
O desenvolvimento desta tese de doutorado destaca as seguintes contribuic¸o˜es descritas
ao longo deste trabalho:
• Uma metodologia para obtenc¸a˜o de caminhos paralelos sobre superf´ıcies livres, com
objetivo da gerac¸a˜o de trajeto´rias de soldagem, para o recobrimento de superf´ıcies;
• Uma metodologia para obtenc¸a˜o de caminhos intercalados paralelos em camadas de
deposic¸a˜o para o processo de preenchimento de cavidades erodidas por cavitac¸a˜o;
• Uma metodologia para obtenc¸a˜o da curva de intersecc¸a˜o entre superf´ıcies livres
adaptado ao problema de identificac¸a˜o da delimitac¸a˜o de regio˜es cavitadas;
• Um algoritmo iterativo aplicado a` recuperac¸a˜o de cavidades erodidas pelo processo
de cavitac¸a˜o;
• A prova de que o me´todo das restric¸o˜es cinema´ticas e´ equivalente ao me´todo do
Jacobiano estendido, sem os problemas de singularidades algor´ıtmicas;
• O desenvolvimento de uma nova metodologia de modelamento da cinema´tica di-
ferencial aplicado a cadeias cinema´ticas fechadas. O me´todo proposto tem como
objetivo principal controlar o erro nume´rico quando sa˜o aplicados me´todos de inte-
grac¸a˜o nume´rica para obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa de posic¸a˜o;
• Uma estrate´gia de evitamento de colisa˜o.
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8.2 Perspectivas e trabalhos futuros
A generalizac¸a˜o proposta para os modelos cinema´ticos diferenciais de mecanismos,
tratando-os sempre como cadeias fechadas associada a possibilidade de utilizac¸a˜o de me´to-
dos nume´ricos, com estabilidade, para obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa abre uma se´rie de
possibilidades de trabalho.
Uma evoluc¸a˜o natural deste trabalho e´ o evitamento de colisa˜o monitorando parale-
lamemente va´rias juntas.
Observa-se em alguns trabalhos a dificuldade da obtenc¸a˜o do modelo cinema´tico de
posic¸a˜o e diferencial. Este u´ltimo muitas vezes na˜o e´ tratado por sua complexidade, como
os manipuladores paralelos Eclipse-I e Eclipse-II (KIM et al., 2001). Ana´lises ja´ realizadas
mostraram que e´ poss´ıvel obter o modelo de cinema´tica diferencial destes manipuladores
e simulac¸o˜es ja´ foram realizadas com resultados promissores.
O me´todo proposto tem aplicac¸o˜es em trabalhos de pesquisa e desenvolvimento que
envolvam a necessidade de obtenc¸a˜o da cinema´tica inversa de posic¸a˜o, tanto para meca-
nismos ou manipuladores de cadeia aberta ou fechada.
Estudos podem ser realizados para o levantamento de modelos diferenciais para forc¸a
e momentos incluindo cadeias de erro de forc¸as e momentos.
Uma ana´lise de grande valor, e na˜o aprofundada neste trabalho, e´ o tratamento di-
ferencial da orientac¸a˜o. A obtenc¸a˜o das varia´veis de junta por me´todos nume´ricos para
uma dada velocidade angular desejada e´ insta´vel para ”grandes”variac¸o˜es de orientac¸o˜es.
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996) trata deste assunto de acordo com uma heur´ıstica onde
propo˜e que as variac¸o˜es angulares de orientac¸a˜o devam ser suficientemente pequenas. Si-
mulac¸o˜es mostraram que existe sim um limite, mas na˜o foi poss´ıvel determinar quais
seriam estes limites.
8.3 Conclusa˜o final
Algumas das perspectivas deste trabalho ja´ foram plenamente cumpridas. Paralelo
ao desenvolvimento desta tese, uma dissertac¸a˜o de mestrado tratou do problema dos
transito´rios de Jacobianos, no evitamento de colisa˜o. Para determinadas situac¸o˜es po-
dem ocorrer variac¸o˜es bruscas de velocidade e acelerac¸a˜o. Cruz (2007) desenvolveu uma
estrate´gia de suavizac¸a˜o de transito´rios de velocidade e acelerac¸o˜es quando ocorrem mu-
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danc¸as de Jacobianos. Os resultados foram plenamente validados em laborato´rio.
Va´rios trabalhos de mestrado e doutorado vem sendo desenvolvidos no laborato´rio de
robo´tica da UFSC, e alguns destes utilizam de maneira eficaz o me´todo proposto.
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APEˆNDICE A -- Ana´lise da cinema´tica
direta de posic¸a˜o pela
notac¸a˜o de helico´ides
sucessivos
A.1 Introduc¸a˜o
A aplicac¸a˜o mais comum dos helico´ides e´ na decric¸a˜o da cinema´tica direta diferencial
de um mecanismo. Um problema ainda na˜o totalmente dominado e entendido e´ a utiliza-
c¸a˜o dos helico´ides sucessivos no tratamento da cinema´tica de posic¸a˜o. A cinema´tica de
posic¸a˜o consiste na descric¸a˜o da localizac¸a˜o do efetuador de uma cadeia cinema´tica, ou
de um ponto qualquer sobre um corpo qualquer, em relac¸a˜o a um sistema de coordenadas
definido como base.
A aplicac¸a˜o da teoria de helico´ides para ana´lise da cinema´tica diferencial implica que
a descric¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o precisa ser representada de uma forma adequada.
A cinema´tica de posic¸a˜o serve de refereˆncia para levantamento dos vetores s e so que sa˜o
utilizados para obtenc¸a˜o dos helico´ides de cada junta.
O me´todo de Denavit-Hartenberg tem sua praticidade e sistematizac¸a˜o bem reconhe-
cidas, entretanto o me´todo possui limitac¸o˜es. As limitac¸o˜es do me´todo surgem em func¸a˜o
das regras e procedimentos que o definem, tais como:
•O eixo z do sistema de coordenadas de um corpo e´ sempre alinhado ao eixo de uma
junta, com excec¸a˜o do efetuador, o qual este eixo e´ definido de forma arbitra´ria;
•A posic¸a˜o de uma junta rotativa entre dois elos, e´ definida pelo aˆngulo formado
entre as normais comuns entre estes dois elos. A normal comum define a posic¸a˜o e
direc¸a˜o do eixo x do sistema de coordenadas de um elo;
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•As regras do me´todo de Denavit-Hartenberg fazem com que a postura inicial de uma
cadeia cinema´tica seja u´nica, ou seja, se todos aˆngulos e deslocamentos prisma´ticos
estiverem na posic¸a˜o zero, a configurac¸a˜o cinema´tica do roboˆ na˜o pode ser alterada.
O me´todo dos helico´ides sucessivos permite a definic¸a˜o de uma postura inicial ade-
quada a cada situac¸a˜o em que o manipulador e´ aplicado e a esparsidade dos helico´ides e´
obtida atrave´s de um adequado posicionamento de um sistema de coordenadas de refe-
reˆncia (SIMAS; GUENTHER, 2000)(MARTINS; GUENTHER, 2001).
A.2 Descric¸a˜o da cinema´tica de posic¸a˜o pelo me´todo
dos helico´ides sucessivos
Para iniciar a analise consideremos uma cadeia cinema´tica composta por um u´nico
elo e uma u´nica junta, como mostra a figura A.1
q
A
ef1
0
base
Figura A.1: Cadeia cinema´tica com uma junta.
Neste exemplo a base e´ colocada com o eixo z coincidente com a junta A. A junta A
representa o movimento de rotac¸a˜o entre os corpos 1 e 0.
O objetivo e´ encontrar a matriz homogeˆnea que descreve a localizac¸a˜o do efetuador,
na extremidade do corpo 1, em relac¸a˜o a` base dado um deslocamento rotativo qA.
Considerando o sistema de refereˆncia helicoidal coincidente a` base e fixo ao corpo 0
tem-se os seguintes parametros do helico´ide associado (TSAI, 1999):
junta s so t q
A 0, 0, 1 0, 0, 0 0 qA
Por estes parametros e utilizando a matriz homogeˆnea de Rodrigues (TSAI, 1999),
e´ poss´ıvel obter a matriz homogeˆnea para este deslocamento helicoidal, como segue na
equac¸a˜o A.1.
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AA =


cos(qA) −sen(qA) 0
sen(qA) cos(qA) 0
0 0 1

 (A.1)
E´ poss´ıvel observar que independentemente do corpo em que estara´ fixo o sistema
de coordenadas de refereˆncia a matriz homogeˆnea sera´ sempre igual a` obtida em A.1.
Esta matriz muda se o sistema de coordenadas de refereˆncia for mudado de posic¸a˜o ou
orientac¸a˜o.
A matriz homogeˆnea obtida em A.1 representa uma rotac¸a˜o simples do sistema de
coordenadas do corpo 1 em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas do corpo 0. Isto porque a
junta A representa a rotac¸a˜o do corpo 1 em relac¸a˜o ao corpo 0 da cadeia cinema´tica.
Aplicando uma rotac¸a˜o na junta qA, tem-se a seguinte configurac¸a˜o da cadeia cine-
ma´tica mostrada na figura A.2.
o
0
1
ef
bas
e A
1 qO
O
Figura A.2: Rotac¸a˜o da junta qA
Observando a figura A.2 e´ poss´ıvel verificar que para se obter a matriz homogeˆnea
que, descreve a localizac¸a˜o do efetuador em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas base, e´
necessa´rio po´s-multiplicar a matriz obtida em A.1 pela matriz que descreve a localizac¸a˜o
do efetuador em relac¸a˜o a` refereˆncia dos helico´ides refAef . Esta matriz e´ fixa se apresenta
como um paraˆmetro da cinema´tica direta definida na postura inicial do roboˆ.
Assim, analisando a postura inicial na figura A.1 e´ poss´ıvel obter a matriz homogeˆnea,
refAef na equac¸a˜o A.2.
refAef =


1 0 L1
0 1 0
0 0 1

 (A.2)
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onde L1 representa o comprimento do corpo 1.
Po´s-multiplicac¸a˜o de A.1 por A.2 tem-se a equac¸a˜o A.3.
AA
refAef =
b Aef =


cos(qA) −sen(qA) L1
sen(qA) cos(qA) 0
0 0 1

 (A.3)
Realizando uma alterac¸a˜o do corpo em que e´ fixo o sistema de coordenadas de refe-
reˆncia, ou seja, mudando do corpo 0, para o corpo 1, a mesma relac¸a˜o tambe´m e´ obtida
tal como mostrada na equac¸a˜o A.3. Entretanto a observac¸a˜o do deslocamento da junta
qA pode ser definida como mostra a figura A.3
o
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Figura A.3: Refereˆncia dos helico´ides fixo no corpo 1
Uma segunda analise pode ser realizada, mudando a posic¸a˜o do sistema de coorde-
nadas dos helico´ides de maneira que este fique paralelo ao sistema de coordenadas do
efetuador. Neste caso, tomando a figura A.1 como postura inicial da cadeia, tem-se os
paraˆmetros do helico´ide da junta A:
junta s so t q
A 0, 0, 1 −L1, 0, 0 0 qA
Substituindo estes paraˆmetros na matriz de Rodrigues, obte´m-se a matriz homogeˆnea
AA, agora em relac¸a˜o a esta nova refereˆncia.
AA =


cos(qA) −sen(qA) L1(cos(qA)− 1)
sen(qA) cos(qA) L1sen(qA)
0 0 1

 (A.4)
Considerando o sistema de coordenadas de refereˆncia fixo no corpo 1, a matriz ho-
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mogeˆnea apresentada em A.4 representa geometricamente o deslocamento entre o sistema
de coordenadas O1 em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas O0 como mostra a figura A.4,
de acordo com um deslocamento positivo da junta A
o
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Figura A.4: Refereˆncia dos helico´ides fixo no corpo 1 e coincidente com o efetuador.
Na ana´lise da figura A.4 e´ poss´ıvel observar que a localizac¸a˜o do efetuador em relac¸a˜o
a` base e´ obtida pela pre´-multiplicac¸a˜o da matriz obtida em A.4 pela matriz que descreve
a localizac¸a˜o do sistema de coordenadas de refereˆncia dos helico´ides em relac¸a˜o ao sistema
de coordenadas da base. Esta matriz tambe´m pode ser obtida a partir da postura inicial
e de acordo com a figura A.1 a matriz homogeˆnea e´ a mesma apresentada em A.2. Tem-se
como resultado:
refAefAA =
b Aef =


cos(qA) −sen(qA) L1
sen(qA) cos(qA) 0
0 0 1

 (A.5)
Escrevendo AAb como sendo a matriz homogeˆnea AA descrita pela refereˆncia paralela
a` base e AAef como sendo a matriz homogeˆnea AA descrita pela refereˆncia paralela ao
efetuador tem-se a seguinte igualdade, obtida dos resultados de A.3 e A.5.
AAb
refAef =
refAefAAef (A.6)
De maneira geral podemos definir o problema da cinema´tica de posic¸a˜o de maneira
geral considerando os seguintes aspectos:
Seja uma cadeia cinema´tica composta por juntas rotativas e prisma´ticas enumeradas
de 1 a n. Cada junta descreve o deslocamento entre dois corpos sucessivos desde uma
base, definida pelo corpo 0 ate´ o u´ltimo corpo da cadeia, definido corpo n. Desta maneira
a junta i descreve o movimento relativo entre o corpo i e o corpo i − 1. Consideremos
tambe´m que os sistemas da base, refereˆncia e do efetuador, na˜o sejam necessariamente
paralelos aos sistemas de coordenadas do corpo 0 da base, corpo de refereˆncia r e do
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efetuador n, mas sim fixos em relac¸a˜o a estes respectivamente.
A obtenc¸a˜o da localizac¸a˜o de um ponto sobre um corpo k da cadeia em relac¸a˜o a` um
corpo c da mesma cadeia pode ser dada pela equac¸a˜o A.7.
cAk =
cAr
(
k∏
i=c+1
rAqi
)
rAk (A.7)
onde r indica o corpo ao qual o sistema de coordenadas e´ fixo; cAk e´ a matriz homogeˆnea
que descreve a localizac¸a˜o de um ponto sobre o corpo k em relac¸a˜o a um sistema de
coordenadas descrito no corpo c; cAr e´ a matriz homogeˆnea definida na postura inicial da
cadeia que descreve a localizac¸a˜o do sistema de coordenadas de refereˆncia fixo ao corpo
r em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas c; rAk e´ a matriz homogeˆnea tambe´m definida
na postura inicial que descreve a localizac¸a˜o do sistema de coordenadas do ponto sobre o
corpo k em relac¸a˜o a` refereˆncia sobre o corpo r e rAqi e´ a matriz homogeˆnea que descreve
o deslocamento relativo entre os corpos i e i − 1 descrita atrave´s de helico´ides definidos
em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas de refereˆncia r.
A.3 Exemplo de aplicac¸a˜o
Considere um mecanismo composto por seis corpos identificados desde o corpo 0, que
define a base, ate´ o corpo 5 onde encontra-se o efetuador. Cada elo i da cadeia possui
um comprimento Li e cada junta rotativa qi que descreve o movimento relativo entre os
corpos i e i− 1. Para este exemplo fixou-se um sistema de coordenadas de refereˆncia na
posic¸a˜o exata do meio do corpo 3, como mostra a figura A.5.
Considerando uma postura inicial onde todas juntas sa˜o posicionadas com aˆngulo 0,
obte´m-se os paraˆmetros dos eixos helicoidais s e s0, como mostra a tabela abaixo:
junta s so t q
1 0, 0, 1 −(L1 + L2 + L32 ), 0, 0 0 q1
2 0, 0, 1 −(L2 + L32 ), 0, 0 0 q2
3 0, 0, 1 −(L3
2
), 0, 0 0 q3
4 0, 0, 1 L3
2
, 0, 0 0 q4
5 0, 0, 1 L3
2
+ L4, 0, 0 0 q5
Deseja-se obter a cinema´tica direta a qual decreve a localizac¸a˜o do efetuador, ou seja
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Figura A.5: Cadeia aberta com 5 juntas rotativas
o ponto no final k do corpo 5, em relac¸a˜o a` base, ou seja, o ponto inicial c, sobre o corpo
0.
Tambe´m na postura inicial sa˜o obtidas as matrizes cAr e
rAk, como mostram as
equac¸o˜es A.8 e A.9.
cAr =
0 A3 =


1 0 L1 + L2 +
L3
2
0 1 0
0 0 1

 (A.8)
rAk =
3 Aef


1 0 L3
2
+ L4 + L5
0 1 0
0 0 1

 (A.9)
Construindo as matrizes homogeˆneas por Rodrigues tem-se para cada junta as seguintes
matrizes homogeˆneas em relac¸a˜o ao corpo de refereˆncia 3:
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3A1 =


c1 −s1 (L1 + L2 + L32 )(c1 − 1)
s1 c1 0
0 0 1


3A2 =


c2 −s2 (L2 + L32 )(c2 − 1)
s2 c2 0
0 0 1


3A3 =


c3 −s3 (L32 )(c3 − 1)
s3 c3 0
0 0 1


3A4 =


c4 −s4 −(L32 )(c4 − 1)
s4 c4 0
0 0 1


3A5 =


c5 −s5 −(L32 + L4)(c5 − 1)
s5 c5 0
0 0 1


onde ci e si sa˜o respectivamente o seno e o co-seno do aˆngulo da junta qi
Aplicando a equac¸a˜o A.7 aos resultados obtidos acima, tem-se na equac¸a˜o A.10 a
matriz homogeˆnea que descreve a posic¸a˜o do efetuador em relac¸a˜o a base do mecanismo.
cAk =
0 Aef =


c12345 −s12345 L1c1 + L2c12 + L3c123 + L4c1234 + L5c12345
s12345 c12345 L1s1 + L2s12 + L3s123 + L4s1234 + L5s12345
0 0 1

 (A.10)
onde cij··· e sij··· representam o cos(q1 + q2 + · · · ) e sen(q1 + q2 + · · · ) respectivamente.
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APEˆNDICE B -- Ana´lise da singularidade
para roboˆs redundantes
Uma metodologia para ana´lise da redundaˆncia em roboˆs redundantes e´ discutida em
Nokleby-Podhorodeski (2001). O princ´ıpio utilizado para resoluc¸a˜o e´ a reciprocidade
(CAMPOS, 2004)
B.1 Desenvolvimento do me´todo
Considere o espac¸o operacional com 6 graus de liberdade, e um manipulador redun-
dante cujo nu´mero de juntas k e´ maior que 6.
Para a ana´lise da singularidade, inicialmente sa˜o escolhidos seis helico´ides de juntas
($sub1, $sub2, · · · , $sub6) para formar um sub-Jacobiano Jsub. Estes helico´ides devem ser
linerarmente independentes. As k−6 juntas que na˜o fazem parte de Jsub sa˜o consideradas
juntas redundantes ($r1 , $r2, · · · , $rk−6).
Calculando o determinante de Jsub sa˜o identificadas as condic¸o˜es que causam degene-
rac¸a˜o (singularidade) neste sub-grupo de velocidades.
Na condic¸a˜o singular existe um helico´ide Wrecip que e´ rec´ıproco a todos helico´ides de
juntas do manipulador, ou seja:
W Trecip.$i = 0 para i=1 ate´ k (B.1)
onde $i e´ o iesimo helico´ide e k e´ nu´mero total de juntas.
O helico´ide Wrecip e´ rec´ıproco aos seis helico´ides de Jsub, mas na˜o necessariamente
rec´ıproco aos helico´ides redundantes $r1 , $r2, · · · , $rk−6. Geralmente condic¸o˜es adicionais
devem ser obtidas para que Wrecip seja rec´ıproco aos helico´ides redundantes.
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Tomando o helico´ide rec´ıproco e as juntas redundantes $r1 , $r2, · · · , $rk−6 e igualando
a zero tem-se:
W Trecip.$r1 = 0, (B.2)
W Trecip.$r2 = 0,
...
W Trecip.$rk−6 = 0
A primeira condic¸a˜o definida pelo determinante de Jsub combinada com as condico˜es
adicionais identificadas atrave´s da equac¸a˜o B.2 determina a condic¸a˜o de singularidade
para o manipulador redundante. Desta maneira, para roboˆs redundantes, a singularidade
e´ um estado alcanc¸ado por um conjunto de condic¸o˜es que devem ocorrer simultaneamente,
ou seja, as singularidades de Jsub e as condic¸o˜es para que W
T
recip.$rj seja igual a zero.
B.2 Desenvolvimento do exemplo da qualificac¸a˜o
Considerando o mesmo exemplo apresentado na qualificac¸a˜o, ou seja, o manipulador
P3R. Fixando um sistema de coordenadas de refereˆncia sobre o helico´ide $D com direc¸o˜es
de acordo com a figura. A postura inicial e´ definida com os aˆngulos iguais a 0 e com a
junta prisma´tica com deslocamento 0. Esta configurac¸a˜o e´ a que resulta nos helico´ides
mais esparsos. Tem-se portanto o Jacobiano:
J =


0 1 1 1
Pa −L1s2 − L2s23 −L2s23 0
Qa L1c2 + L2c23 L2c23 0

 = [ $1 $2 $3 $4 ] (B.3)
onde si e´ o sen(qi), sij e´ o sen(qi + qj) e Li sa˜o os comprimentos dos elos.
Escolhendo $2, $3 e $4 para Jsub e o helico´ide $1 como redundante tem-se:
Jsub =


1 1 1
−L1s2 − L2s23 −L2s23 0
L1c2 + L2c23 L2c23 0

 (B.4)
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Calculando o determinante de Jsub tem-se:
|Jsub| = L1L2s3 (B.5)
Pelo determinante de Jsub tem-se que a condic¸a˜o singular e´ obtida quando s3 = 0, ou
θ3 = 0. Aplicando a condic¸a˜o singular em Jsub tem-se:
Jsub =


1 1 1
−(L1 + L2)s2 −L2s2 0
(L1 + L2)c2 L2c2 0

 (B.6)
Um helico´ide reciproco Wrecip, obtido por inspec¸a˜o, para os helico´ides de Jsub e´ dado
por:
Wrecip =


0
c2
s2

 (B.7)
Aplicando Wrecip ao helico´ide redundante $1 tem-se a segunda condic¸a˜o de singulari-
dade:
W Trecip.$r1 = Pac2 +Qas2 = 0 (B.8)
Assim a condic¸a˜o da singularidade e´ dada por:
•s3 = 0 e Pac2 = −Qas2
A configurac¸a˜o cinema´tica e´ apresentada e discutida na sec¸a˜o 5.3.1
